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Hoofdstuk 1
De bepaalde integraal als maatgetal van een oppervlakte

1.1. Inleiding

De Grieken waren er reeds in geslaagd de oppervlakte te berekenen van een gebied begrensd door een parabool.

De tweedegraadsfunctie f : x ( x2 heeft als grafiek de kromme

[image: image3.png]- een en an em e emm am A . o on e e — v . En  SREE SIS me e Sm—— eE.  e—




fig. 1

De oppervlakte van gebied II is berekenbaar als de oppervlakte van gebied I gevonden is. (fig. 1).

We gaan als volgt te werk. Verdeel het interval [0 ; 1] in n gelijke stukken. 

(In fig. 2 is n slechts 4 voor de duidelijkheid.).
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In elk deelinterval onderstellen wij f constant, telkens de functiewaarde in het beginpunt nemend.

De rechthoeken hebben :

een gelijke basis 
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n


en als hoogte de functiewaarden
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fig. 2

De som van de oppervlakte van deze rechthoeken is gelijk aan
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wat slechts een benadering is van de oppervlakte van gebied I.

We kunnen n wel zeer groot nemen.

Wordt op de fig. n = 16 genomen dan wordt in elk deelinterval een groot deel van het stuk dat verloren ging herwonnen (fig. 3).
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In de gevonden uitdrukking 
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 is de teller de som van de kwadraten van de (n ( 1) eerste beduidende natuurlijke getallen.

Hiervoor geldt de formule
12 + 22 + 32 + ... + n2 = 
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n

n

+

+

1

2

1

6

b

g

b

g



fig. 3
(Verifieer dit voor n = 5).

Vervangen we n door n ( 1 dan vinden we zo voor de oppervlakte van de rechthoeken
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Laten we n oneindig groot worden dan krijgen we

opp. gebied I = 
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De oppervlakte van gebied II is gelijk aan de oppervlakte van het vierkant met zijde 1 min de oppervlakte van gebied I, dus,

opp. gebied II = 
[image: image13.wmf]1
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Er diende op Leibniz (in 1675) en Newton gewacht vooraleer werd ingezien dat dit en soortgelijke problemen in verband staan met het omkeren van de bewerking afleiden. We gaan dit integreren noemen : het integraalteken  is trouwens afkomstig van Leibniz (vervorming van Summa). De onbepaalde integraal definieerden we in Lespakket 16 van deze cursus.

1.2.
De bepaalde integraal als maatgetal van een oppervlakte

1.2.1.

We zoeken de oppervlakte van het gebied begrensd door de X-as, de rechten met vergelijking x = a, x = b en de grafiek van f.
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fig. 4

Het interval [a; b] is verdeeld in kleine gelijke stukken  x.

De som van de oppervlakten van de rechthoeken noteren we
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vaste basis.
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veranderlijke hoogte.
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 betekent dat wij met sprongen  x van a naar b gaan.

De oppervlakte van het aangegeven gebied vinden we zoals in de inleiding 1.1. door de limiet
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te berekenen. De uitkomst noteren we
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De overgangen ( (  en  x ( dx wijzen voorlopig enkel op limietovergang.

Dat  op het omkeren van afleiden zinspeelt zal pas uit 1.4., 1.5. volgen.

1.2.2.

Tot nog toe hebben we altijd stijgende positieve functies in [a; b] beschouwd.

De rechthoekjes die we construeerden lagen volledig onder de kromme.

We gaan analoog te werk met een dalende positieve functie in [a; b].
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fig. 5

Voor f dalend vallen de rechthoekjes gedeeltelijk buiten het gevraagde gebied begrensd door de X-as, door x = a, x = b en door f.

Ook nu vinden we een betere benadering van de gevraagde oppervlakte door het interval [a; b] in een groter aantal deelintervallen te verdelen zoals in 1.1.

De limiet
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geeft ook nu de oppervlakte van het aangegeven gebied. De uitkomst noteren we
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1.3. De oppervlaktefunctie F heeft tot afgeleide f

In fig. 6 is f de grafiek van een continue functie.

[image: image22.png]



fig. 6

Houden we de benedengrens a vast en laten we de bovengrens x variëren, dan is de oppervlakte veranderlijk, afhankelijk van x, dus zelf functie van x. Deze functie noteren we F(x).

In de figuur is de oppervlakte van het gearceerde gebied gelijk aan

F(x +  x) ( F(x)

Ook is f(x) ·  x de oppervlakte van gebied I.

De oppervlakte van rechthoekje II is gelijk aan

[f(x +  x) ( f(x)] ·  x

Uit de figuur leiden we af dat

f(x) ·  x ( F(x +  x) ( F(x) ( f(x) ·  x + [f(x +  x) ( f(x)] ·  x

Delen door  x geeft

f(x) ( 
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 ( f(x) + [f(x +  x) – f(x)]

Nu is
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 f(x) = f(x)
(f(x) is constant t.o.v.  x)

en
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 [f(x +  x) ( f(x)] = 0

(hoofdeigenschap van de limieten; zie 3.2. in Lespakket 8 van deze cursus.)

Hieruit volgt dat ook 
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M.a.w. F'(x) = f(x).

F is een primitieve functie van f.

1.4. De oppervlaktefunctie F en 
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In fig. 6 is de oppervlakte van het gearceerde gebied gelijk aan F(x +  x) ( F(x).

Ook is deze oppervlakte gelijk aan 
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Deze notatie brachten we aan in 1.2. :
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 is de oppervlakte van het gebied begrensd

door x = c, x = d, y = 0 en y = f(x).

Zo ook is 
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 de oppervlakte van het gebied begrensd

door t = c, t = d, y = 0, y = f(t).

Of we de veranderlijke x of t noemen heeft geen invloed op de oppervlakte van het gegeven gebied, dus,
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In (1) gaan we over op de veranderlijke t omdat de grenzen de veranderlijke x bevatten.

De oppervlakte van het gebied begrensd door x = a, x = b, y = 0 en door y = f(x) is dan ook gelijk aan
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 = F(b) ( F(a)

1.5.
Verband tussen 
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 en de onbepaalde integraal f(x) dx

1.5.1.

In Lespakket 16 vinden we

 f(x) dx = G(x) + C ( G'(x) = f(x)

Ook voor de functie F uit 1.3. geldt dat F'(x) = f(x).

F en G zijn dus primitieve functies van f en verschillen dus slechts van elkaar door een constante term C

Of
F = G + C

Dan is
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= F(b) ( F(a)


= G(b) + C ( (G(a) + C)


= G(b) + C ( G(a) ( C


= G(b) ( G(a)

Dit geeft de volgende regel :

Om 
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 te berekenen zoeken we een primitieve functie F van f door de onbepaalde integraal  f(x) dx te berekenen.
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is dan gelijk aan de waarde van F in de bovengrens b, F(b), min de waarde van F in de ondergrens a, F(a)

We noteren dit als volgt :

 f(x) dx
= F(x) + C
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= 
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= F(b) ( F(a)

1.5.2. Voorbeelden

1.5.2.1.

Bereken 
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Oplossing 

 x2 dx = 
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= 
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15.2.2.

Bereken
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Oplossing

 tg x dx = - ln (cos x( + C 

(Zie Lespakket 17)

Dus
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= 
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= 
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Kennen we de toegepaste eigenschappen van logaritmen nog ?
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(Deze eigenschappen vinden we terug in Lespakket 13).

A.C.O. 1

Bereken
a)
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b)
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c)
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1.5.2.3.

De oppervlakte van gebied I uit 1.1 is gelijk aan
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= 
[image: image62.wmf]1
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Deze berekening is veel eenvoudiger dan de berekening in 1.1.

1.5.2.4.

De oppervlakte van het gebied begrensd door y = x, de X-as, x = 0 en x = 3 berekenen.

Oplossing 
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fig. 7

De oppervlakte van het gearceerde gebied in fig. 7 is volgens 1.5. gelijk aan
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= 
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Dit gebied is ook driehoekig met basis B = 3 en hoogte H = 3.

De oppervlakte van een driehoek is gelijk aan 
[image: image67.wmf]B
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Dit bevestigt het gevonden resultaat : 
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A.C.O. 2

Bereken de oppervlakte van het gebied begrensd door y = x, de X-as, x = 2 en
x = 4.
Teken eerst dit gebied. De figuur die we tekenen is een trapezium. De oppervlakte van een trapezium is gelijk aan 
[image: image69.wmf]B
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 met B de grote basis, b de kleine basis en H de hoogte van het trapezium. In het gegeven trapezium is
B =  …, b =  …, H =  …
en dus is de oppervlakte van dit trapezium gelijk aan …
wat we ook vonden met de integraal  …  te berekenen.

Oplossingen A.C.O.

1.
a)
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b)

[image: image71.wmf]sin

cos

x

dx

x

0

0

p

p

z

=

-

 = ( cos ( + cos 0 = ( (( 1) + 1 = 2.


c)
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x2 + 1 = t


2x dx = dt


= 
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= ln (t( + C


= ln (x2 + 1( + C


Dus
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= ln 5

2.
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De oppervlakte van het gearceerde gebied is gelijk aan
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= 8 ( 2 = 6


In het gegeven trapezium is B = 4, b = 2 en H = 4 ( 2 = 2


De oppervlakte van het trapezium is dus gelijk aan
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wat we ook vonden met de integraal 
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 te berekenen.

Te onthouden

Is
 f(x) dx = F(x) + C

dan is

[image: image82.wmf]f

x

dx

a

b

b

g

z


= 
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= F(b) ( F(a)

Is f positief in [a; b] en continu in [a; b] dan is het maatgetal van de oppervlakte van het gebied begrensd door de X-as, door x = a, x = b en y = f(x) gelijk aan
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Verwijzing naar de taak

Hebben we de voorbeelden en de A.C.O. goed opgelost dan zijn we klaar om opgaven 1 en 2 van de taak op te lossen

Hoofdstuk 2
Berekenen van een bepaalde integraal.
Gebruik van de substitutiemethode.

2.1. Inleiding

In vorig hoofdstuk leerden we 
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 berekenen.

Zonder verder in te gaan op het meetkundig aspect van de definitie uit 1.2. staan we even stil bij de eigenschappen van een bepaalde integraal. We geven geen bewijzen, maar steunen op het berekenen van een bepaalde integraal om deze eigenschappen aanvaardbaar te maken. Merken we ook op dat in dit hoofdstuk f niet noodzakelijk positief is.

2.2. Eigenschappen van de bepaalde integraal

We veronderstellen steeds dat f continu is in [a; b]

2.2.1.
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We berekenen 
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We aanvaarden de berekening
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= F(b) ( F(a)

dus ook voor a ( b.

We vinden zo 
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Merken we op dat de overeenkomstige eigenschappen voor onbepaalde integralen blijven gelden voor bepaalde integralen volgens 2.2.4.en 2.2.5.

2.2.6. Middelwaardestelling van de integraalberekening.
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fig. 1
fig. 2

Veronderstel dat de grafiek van f een golvend wateroppervlak is (fig. 1) dat in fig. 2 tot rust gekomen is.
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Opp. gebied II = (b ( a) f(c)
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hoogte

f(c) is de ordinaat van een punt c ( [a; b]

f(c) is gelegen tussen de maximale ordinaat M en de minimale ordinaat m.

In 
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wordt f(c) berekenbaar en gemiddelde ordinaat genoemd of kortweg, gemiddelde van f in [a; b]. Hierbij is de ligging van c in [a; b] niet belangrijk.

2.3. Gebruik van de substitutiemethode

Bij het berekenen van een onbepaalde integraal gebruiken we regelmatig de substitutiemethode. Als we bij deze methode ook de grenzen bij de bepaalde integraal aanpassen, dan is het niet langer nodig na de integratie de oorspronkelijke veranderlijke terug in te voeren.

We illustreren dit in enkele voorbeelden.
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(Zie Lespakket 12)
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Te onthouden
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Middelwaardestelling van de integraalrekening :

( c ( [a; b] zodat
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Gebruik van de substitutiemethode; grenzen aanpassen.

(Zie voorbeelden).

Verwijzing naar de taak

Hebben we de voorbeelden en de A.C.O. i.v.m. het gebruik van de substitutiemethode goed ingeoefend, dan maken we opgave 3 van de taak.

Hoofdstuk 3
Berekening van oppervlakten

3.1. Inleiding

In het eerste hoofdstuk hebben we voor een positieve functie f de bepaalde integraal
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ingevoerd als maatgetal van de oppervlakte van het gebied begrensd door x = a,
x = b, y = 0 en y = f(x). We veronderstellen steeds dat f continu is in [a; b].

In Hoofdstuk 2 van dit lespakket hebben we geen aandacht besteed aan een mogelijke meetkundige betekenis van 
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.

In dit hoofdstuk leren we de oppervlakte van het gebied begrensd door x = a, x = b,
y = 0 en y = f(x) berekenen voor een continue functie f die ook negatief mag zijn in [a; b] of die van teken verandert in [a; b]. Een ander probleem is de oppervlakte van het gebied begrensd door de grafieken van twee gegeven functies bepalen.

3.2. Berekening van oppervlakten als f negatief is

In Hoofdstuk 1 van dit lespakket berekenden we in 1.5.2.1.
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We vonden zo de oppervlakte van het gebied

begrensd door x = 1, x = 2, y = 0 en
y = x2 = f(x).

(gearceerd gebied)

Hoe bekomen we de oppervlakte van het gebied begrensd door y = ( x, x = 0, x = 3, y = 0 ?

Berekenen we nu ook de bepaalde integraal
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We bekomen een negatieve uitkomst, maar, we weten dat een oppervlakte een positief maatgetal heeft.
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In de grafiek van f zien we dat in
[0; 3], y = f(x) = x steeds negatief is.

De gevraagde oppervlakte is de oppervlakte van het gearceerde gebied.

Dit is een driehoek met basis 3 en hoogte 3.

De gezochte oppervlakte is dan gelijk aan 
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Dit resultaat bekomen we ook door 
[image: image196.wmf]-

-

z

x

dx

b

g

0

3

 te berekenen of door 


[image: image197.wmf]-

z

x

dx

b

g

0

3

 te berekenen. Ook 
[image: image198.wmf]-

z

x

dx

0

3

 geeft de oplossing.

Besluit

 

Is f negatief in [a; b] dan is de oppervlakte van het gebied begrensd door y = f(x),
x = a, x = b en door y = 0 (X-as) gelijk aan -
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Voorbeeld

Bereken de oppervlakte van het gebied begrensd door y = x2 ( 1, x = ( 1, x = 1 en y = 0.

Oplossing
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In de grafiek van de gegeven functie zien we dat deze in [( 1; 1] onder de X-as ligt.

De oppervlakte van het gebied is dan ook gelijk aan
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A.C.O. 1

Bereken de oppervlakte van het gebied begrensd door y = sin x, x = (, x = 2( en
y = 0.

3.3. Berekening van oppervlakten als f verandert van teken in [a; b]

We geven ook hier eerst een voorbeeld :

Hoe berekenen we de oppervlakte van het gebied begrensd door y = (x = f(x), 
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x = ( 3, x = 3 en y = 0 ?

De bepaalde integraal 
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is nu gelijk aan
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We weten ook dat een oppervlakte een (strikt) positief maatgetal heeft.

De gevraagde oppervlakte is de oppervlakte van het gearceerde gebied.

Dit gebied bestaat uit twee driehoeken elk met basis 3 en met hoogte 3.

De gezochte oppervlakte is dus gelijk aan 
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We berekenen nu deze oppervlakte met behulp van de integraalrekening :

Voor x ( 0 is f ( 0 en de oppervlakte van het gebied (= driehoek) links van de Y-as is volgens Hoofdstuk 1 gelijk aan
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Voor x ( 0 is f negatief. In 3.2. van dit hoofdstuk vonden we dat de oppervlakte van het gebied rechts van de Y-as gelijk is aan
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De totale oppervlakte is dus gelijk aan
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Dit resultaat bekomen we ook door 
[image: image218.wmf]-

-

z

x

dx

3

3

 te berekenen.

Namelijk :


[image: image219.wmf]-

-

z

x

dx

3

3


=

[image: image220.wmf]-

+

-

-

z

z

x

dx

x

dx

3

0

0

3




[image: image221.wmf]=

-

=

x

x



[image: image222.wmf]x

dx

x

dx

-

z

z

+

3

0

0

3



=

[image: image223.wmf]-

+

-

z

z

x

dx

x

dx

b

g

3

0

0

3



want
(x( = ( x
als
x ( 0


en
(x( = x
als
x ( 0


=

[image: image224.wmf]-

L

N

M

O

Q

P

+

L

N

M

O

Q

P

-

x

x

2

3

0

2

0

3

2

2



=

[image: image225.wmf]9

2

9

2

+

 = 9

Besluit

Verandert f van teken in [a; b], d.w.z.


f is positief (negatief) in [a; c]

en
f is negatief (positief) in [c; b]
(a < c < b)

dan is de oppervlakte van het gebied begrensd door y = f(x), x = a,

x = b en y = 0 (X-as), gelijk aan
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en ook gelijk aan 
[image: image227.wmf]f

x

dx

a

b

b

g

z


Voorbeeld

Bereken de oppervlakte van het gebied begrensd door y = sin x, x = 0, x = 2(
en y = 0.

Oplossing

We weten dat y = sin x positief is in [0; (] en negatief is in [(; 2(].

Dus, de oppervlakte is gelijk aan
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Merken we ook op dat
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Het deel onder de X-as (negatief aangerekend) neutraliseert het deel boven de X-as. Beide delen hebben dezelfde oppervlakte.

De gevraagde oppervlakte vinden we dan ook door
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te berekenen.

A.C.O. 2

Bereken de oppervlakte van het gebied begrensd door y = x2 ( 2x , x = ( 1, x = 3 en y = 0.
(Maak eerst een grafiek !).

3.4. Uitgewerkte voorbeelden

3.4.1. Oppervlakte van een schijf met straal R.
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Vergelijking van de cirkel met middelpunt 0 en straal R :



x2 + y2 = R2

(
y2 = R2 ( x2

(
y = 
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of y = – 
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De halve cirkel boven en op de X-as is de grafiek van

f : R ( R : x ( 
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De oppervlakte van het gearceerde deel is gelijk aan
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In 2.3.2. berekenden we 
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. We gebruiken dezelfde methode om de gegeven integraal te berekenen :
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We stellen
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Dan is
x = R sin t

en
dx = R cos t dt

Ook is
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Grenzen aanpassen :


x = 0
(
t = bg sin 0 = 0


x = R
(
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Dus


[image: image245.wmf]R

x

dx

R

2

2

0

-

z


= 
[image: image246.wmf]R

t

R

t

dt

cos

cos

0

2

p

z



= R2 
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= R2 · 
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(Vergelijk met 2.3.2.)

Voor de oppervlakte van de schijf krijgen we dus de bekende formule (R2.

3.4.2. Oppervlakte van een paraboolsegment

De parabool wordt in de analytische meetkunde bestudeerd.

Haar vergelijking is y2 = 2 px
(p ( R0)

Dit is een relatie, geen functie :

y2 = 2 px ( y = 
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 of y = – 
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Voor één waarde van x vinden we twee waarden voor y.

[image: image252.png]—— S o — c—

gt e ymmm  Sw—

p (%, \/21»ﬁ>




De bovenste helft van de kromme is dan de grafiek van de functie
f : R ( R : x ( 
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We berekenen de oppervlakte van het paraboolsegment begrepen tussen de parabool en de rechte met vergelijking x = h.

Deze oppervlakte is het dubbel van de oppervlakte van het gearceerde gebied.

(Omwille van de symmetrie).

De oppervlakte van het gearceerde gebied is gelijk aan
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hoogte
f(h)

De oppervlakte van het gearceerde gebied is dus gelijk aan 
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 van de oppervlakte van de rechthoek boven de X-as met hoekpunten 0 en p. De oppervlakte van het paraboolsegment is gelijk aan 
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 en is ook gelijk aan 
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 van de rechthoek met basis op de Y-as en met hoekpunten p en q (zie fig.)

Herkennen we hier de resultaten uit de inleiding van Hoofdstuk 1 van dit lespakket ?
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A.C.O. 3

Bereken de oppervlakte van de ellips met vergelijking
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Aanwijzing :
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De oppervlakte van de ellips is gelijk aan viermaal de oppervlakte van het gearceerde gebied, dus gelijk aan
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Werken we nu verder zoals in voorbeeld 3.4.1.
(Een schijf is ook een ellips met a = b = R).

3.5.
Oppervlakte van een gebied begrensd door twee krommen tussen de snijpunten

We geven een voorbeeld :

3.5.1.

Bereken de oppervlakte van het gebied begrensd door de krommen met vergelijkingen y = x2 en y = x.

We kennen de grafieken van de gegeven functies :
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Het gearceerde gebied is het gebied waarvan we de oppervlakte willen berekenen.

Om een oppervlakte te berekenen volstaat het voor een positieve functie f de bepaalde integraal
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te berekenen. Dit vonden we in Hoofdstuk 1 van dit lespakket.

Wat stellen we nu vast ?

Noch a, noch b zijn in de opgave gegeven.

Ook is het gevraagde gebied niet begrensd door x = a, x = b, y = f(x) en de X-as.

Hoe vinden we dan de gevraagde oppervlakte ?

De koppels coördinaten van de snijpunten van de gegeven krommen zijn de oplossingen van het stelsel


 
[image: image272.wmf]y

x

y

x

=

=

R

S

T

2



[image: image273.wmf]Û

=

=

R

S

T

Û

=

-

=

R

S

T

Û

=

-

=

R

S

T

y

x

x

x

y

x

x

x

y

x

x

x

2

2

0

1

0

b

g



[image: image274.wmf]Û

=

=

R

S

T

=

=

R

S

T

y

x

x

of

y

x

x

0

1



[image: image275.wmf]Û

=

=

R

S

T

=

=

R

S

T

y

x

of

y

x

0

0

1

1


In het gegeven gebied verandert x tussen 0 en 1.

De oppervlakte van het gearceerde gebied is het verschil van de oppervlakte van het gebied begrensd door x = 0, x = 1, y = x en y = 0 en de oppervlakte van het gebied begrensd door x = 0, x = 1, y = x2, y = 0.

Dus,

Opp. gearceerd gebied
= 
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Merken we op dat


[image: image280.wmf]x

dx

x

dx

2

0

1

0

1

1

6

-

=

-

z

z


zodat de oppervlakte van het gebied begrensd door y = x2 en y = x gelijk aan
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A.C.O. 4

Bereken de oppervlakte van het gebied begrensd door de krommen met vergelijkingen :
y = 4x ( x2, y = x2.

Oplossingen A.C.O.

1.
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Voor ( ( x ( 2( is sin x ( 0


De oppervlakte van het gearceerde gebied is dus gelijk aan
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2.
y = x2 ( 2x is de vergelijking van een parabool.


In Lespakket 15 van deze cursus onderzochten we het verloop van een functie :


snijpunten met de X-as :
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(0, 0)
(2, 0)
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Stijgen, dalen van f(x) = x2 ( 2x :


y' = 2x ( 2
nulpt. 1

	x
	
	1
	

	y'
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	0
	+

	[image: image416.png]


[image: image417.png]


y
	
	min

"

( 1
	


	x
	( 1
	3

	y
	   3
	3



In [-1, 0] is y ( 0 , in [0, 2] is y ( 0 en in [2, 3] is y ( 0.


De oppervlakte van het gearceerde gebied is dus gelijk aan
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De oppervlakte van de ellips is gelijk aan
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Nu is 
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(Zie voorbeeld 3.4.1.)


M.a.w. de oppervlakte van de ellips is gelijk aan
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4.
We bepalen eerst de coördinaten van de snijpunten van de krommen met vergelijkingen y = 4x ( x2 en y = x2 :
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(De y-waarden van de snijpunten hebben we niet nodig)


Nu is 
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De gevraagde oppervlakte is dus gelijk aan 
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f ( 0 in [a; b]



De oppervlakte van het gebied begrensd door x = a, x = b, y = 0 en y = f(x) is gelijk aan 
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f ( 0 in [a; b]


De oppervlakte van het gebied begrensd door x = a, x = b, y = 0 en y = f(x) is gelijk aan 
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en is ook gelijk aan 
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f verandert van teken in [a; b]


De oppervlakte van het gebied begrensd door x = a, x = b, y = 0 en y = f(x) is gelijk aan (c nulpunt van f)
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Samengevat. Voor elke continue functie f in [a ; b] is de oppervlakte van het gebied begrensd door x = a, x = b, y = f(x) en y = 0 gelijk aan 
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Oppervlakte van het gebied begrensd door y = f1(x) en y = f2(x) berekenen :

We lossen eerst het stelsel 
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De oplossingen van dit stelsel zijn de koppels coördinaten van de snijpunten van de krommen. In het gegeven gebied verandert x tussen de x-waarden a en b van de gevonden snijpunten.

De oppervlakte van het gebied begrensd door de twee krommen is gelijk aan
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Verwijzing naar de taak

Hebben we de A.C.O. goed opgelost, dan zijn we klaar om opgaven 4 en 5 van de taak correct te beantwoorden.

Hoofdstuk 4
Inhoud van een omwentelingslichaam

4.1. Inleiding

In vorig hoofdstuk en ook in Hoofdstuk 1 van dit lespakket hebben we de bepaalde integraal gebruikt bij het berekenen van oppervlakten. Het toepassingsgebied van bepaalde integralen is echter veel ruimer. In dit hoofdstuk leren we de inhoud van een omwentelingslichaam berekenen met behulp van een bepaalde integraal.

4.2. Omwentelingslichaam. Definitie.

We beschouwen een functie f die continu is in [a ; b].

De vlakke figuur begrensd door de kromme met vergelijking y = f(x), de X-as en door de rechten met vergelijkingen x = a en x = b, laten we wentelen om de X-as.

Bij wenteling om de X-as ontstaat dan een omwentelingslichaam.

[image: image421.png]
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Elk punt van de kromme met vergelijking y = f(x) beschrijft bij wenteling om de X-as een cirkelomtrek in een vlak loodrecht op de X-as.

Voorbeeld
Een lijnstuk evenwijdig aan de X-as laten we wentelen om de X-as. De rechthoek begrensd door de evenwijdige aan de X-as met vergelijking y = R, en door de rechten met vergelijkingen x = 0 en x = H en door de X-as beschrijft bij wenteling om de X-as een cilinder.

[image: image423.png]




We veronderstellen dat R en H groter dan nul zijn.

Meer dan waarschijnlijk herinneren we ons de formule voor de inhoud van een cilinder nog ?

De inhoud van een cilinder is gelijk aan de oppervlakte van het grondvlak (dit is een cirkel met straal R) vermenigvuldigd met de hoogte H, dus

Inhoud cilinder = (R2 · H.

In 4.3. zal blijken dat de rol van de rechthoeken bij het berekenen van oppervlakten in Hoofdstuk 1 overgenomen wordt door de corresponderende ruimtefiguur, de cilinder, bij het berekenen van de inhoud van een omwentelingslichaam.

4.3. Inhoud van een omwentelingslichaam

Om de formule voor de inhoud van een omwentelingslichaam op te stellen gaan we als volgt te werk :

We verdelen [a ; b] in n kleine gelijke delen  x zodat de figuur in n dunne schijfjes uiteenvalt.

We houden f constant in elk deelsinterval zodat elk schijfje benaderd wordt door een cilindertje met

hoogte  x

straal grondvlak f(x)

inhoud : ( [f(xi)]2 ·  x
(Zie voorbeeld in 4.2.)

Sommatie van de inhouden :
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Limietovergang : Inhoud = 
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Inhoud = 
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Inhoud elementair cilindertje :


( [f(x)]2  x

4.4. Uitgewerkte voorbeelden

4.4.1. Inhoud van een cilinder

We willen de inhoud van een cilinder met hoogte H en met straal R van het grondvlak berekenen met behulp van de integraalrekening.

Uit het voorbeeld in 4.2. en uit 4.3. volgt

Inhoud cilinder
= 
[image: image323.wmf]p

R

dx

H

2

0

z



= ( 
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f is de constante functie


x ( R

4.4.2. Inhoud van een omwentelingskegel


Is de straal van het grondvlak R en H de hoogte van de kegel die ontstaat door wenteling om de X-as van de rechthoekige driehoek opq, dan heeft p coördinaat (H, R) t.o.v. het gegeven assenkruis.

De vergelijking van de rechte op is dan

y = 
[image: image325.wmf]R
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f is dus de lineaire functie x ( 
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De ondergrens a is gelijk aan 0; de bovengrens b is gelijk aan H, m.a.w.

Inhoud kegel
= 
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Hierbij is (R2 de oppervlakte van het grondvlak en H de hoogte van de kegel.

Te onthouden

De inhoud van een kegel is gelijk aan één derde oppervlakte grondvlak maal hoogte.

4.4.3. Inhoud van de bol

Laten we een halve cirkelschijf met middelpunt 0 en met straal R wentelen om de X-as dan ontstaat een omwentelingslichaam, bol genoemd, met straal R.


De vergelijking van een cirkel met middelpunt 0 en met straal R is


x2 + y2 = R2
(
y2 = R2 ( x2

(
y = 
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f is dan de functie met voorschrift x ( 
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(Want f(x) ( 0)

[f(x)]2 = R2 ( x2
De ondergrens a is gelijk aan - R; de bovengrens b is gelijk aan R (– R en R zijn oplossingen van R2 ( x2 = 0, dus nulpunten van f).

Inhoud bol
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A.C.O. 1

Bereken de inhoud van het paraboloïdesegment


f :x ( 
[image: image340.wmf]2

px


[f(x)]2 = 2px

Vergelijk het resultaat met de inhoud van de cilinder en van de kegel die dezelfde hoogte hebben en hetzelfde grondvlak.

A.C.O. 2








f :x ( 
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De rechthoek in de gegeven figuur valt door toedoen van de diagonaal en de parabool uiteen in drie stukken.

a)
Welk deel van de oppervlakte van de rechthoek vertegenwoordigt elk stuk ?

b)
Welke delen krijgen we als het om de inhouden gaat van de lichamen ontstaan bij wenteling om de X-as ? (We bedoelen dus delen van de cilinderinhoud).

4.4.4.
Inhoud van het lichaam dat ontstaat bij wenteling om de X-as van de kromme met vergelijking y = f(x)

Merken we onmiddellijk op dat we voorbeelden vinden in 4.4.1., 4.4.2. en 4.4.3.

In de drie gevallen vonden we bekende omwentelingslichamen (cilinder, kegel, bol).

Voorbeeld 1

Bereken de inhoud van het lichaam dat ontstaat bij wenteling om de X-as van de kromme met vergelijking

y = x2
x ( [0, 3]

Oplossing

De gevraagde inhoud is volgens 4.3. gelijk aan
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Voorbeeld 2

Bereken de inhoud van het lichaam dat ontstaat bij wenteling om de X-as van de kromme met vergelijking

y = ln x
x ( [1, e]

Oplossing

De gevraagde inhoud is volgens 4.3. gelijk aan
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In Hoofdstuk 5 van Lespakket 16 berekenen we in de A.C.O. :

 ln2 x dx = x ln2 x ( 2x ln x + 2x + C

Dus
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= ( (e ln2 e – 2e ln e + 2e ( 0 + 0 ( 2)


(want ln 1 = 0)


= ( (e ( 2e + 2e ( 2)


(want ln e = 1; Lespakket 13)


= ( (e ( 2)

A.C.O. 3

Bereken de inhoud van het lichaam dat ontstaat bij wenteling om de X(as van de kromme met vergelijking
y = sin x
x ( [0, 2(].

4.4.5. Inhoud van de afgeknotte kegel
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De formule 
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 h ((R2 + (r2 + (Rr) was reeds in de Oudheid bekend.

Om snel tot die formule te komen, met behulp van de integraalrekening, stellen wij :

de benedengrens op h1
de bovengrens op h2
Bij afspraak is h2 ( h1 = h de hoogte van de afgeknotte kegel.
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p en q liggen op de rechte door de oorsprong met vergelijking

y = 
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Dus is ook

r = 
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De inhoud van de afgeknotte kegel is gelijk aan
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(formule van a3 ( b3 toegepast)

=
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h2 ( h1 = h
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rh2 = Rh1
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Oplossingen A.C.O.

1.
Inhoud paraboloïdesegment
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hoogte   oppervlakte grondvlak


De inhoud van de corresponderende cilinder is
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De paraboloïde neemt dus de helft van de corresponderende cilinder in beslag.


Voor de kegel was dit maar 
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2.
a)


f : x ( 
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De rechthoek heeft dus als lengte en breedte respectievelijk


h en f(h) = 
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oppervlakte gebied I
= 
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oppervlakte gebied II
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oppervlakte gebied III
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b)
Delen van de cilinderinhoud :


Inhoud kegel
= 
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Inhoud paraboloïdesegment = 
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(zie A.C.O. 1)


De inhoud van het lichaam dat ontstaat bij wenteling om de X-as van gebied II is dus gelijk aan
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De inhoud van het lichaam dat ontstaat bij wenteling om de X-as van gebied III is gelijk aan de inhoud van de cilinder min de inhoud van het paraboloïdesegment, dus, gelijk aan 1 – 
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 maal de inhoud van de cilinder.
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3.
De gevraagde inhoud is gelijk aan
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(De onbepaalde integraal berekenden we in de taak bij Lespakket 16 van deze cursus).
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Te onthouden

De inhoud van het lichaam dat ontstaat bij wenteling om de X(as van de vlakke figuur begrensd door de kromme met vergelijking y = f(x), de X-as en door de rechten met vergelijking x = a, x = b is gelijk aan
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als x ( [a, b].

De inhoud van een cilinder met straal R van het grondvlak en hoogte H is gelijk aan (R2 H.

De inhoud van een kegel met straal R van het grondvlak en hoogte H is gelijk aan
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De inhoud van een bol met straal R is gelijk aan 
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Verwijzing naar de taak

Hebben we de voorbeelden en de A.C.O. uit dit hoofdstuk, het laatste hoofdstuk in dit lespakket, in deze cursus, goed ingeoefend, dan geeft de laatste opgave in de taak ook geen problemen.

Van harte gefeliciteerd bij het beëindigen van deze cursus Moderne Wiskunde 3e graad ASO - Uitbreiding.
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