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Hoofdstuk 1
Algemene werkwijze

1.1. Inleiding

In de Lespakketten 7 tot 14 hebben we heel wat nieuwe begrippen leren kennen als daar zijn : domein van een functie, limieten, afgeleiden, asymptoten, enz.

In dit lespakket zullen we nu proberen de vruchten te plukken van alle voorgaande verkenningen. We gaan door onze kennis in staat gesteld worden op een verantwoorde wijze de constructie uit te voeren van de grafiek van een functie; een functie is maar totaal bekend indien ze grafisch voorgesteld is.

1.2. Schema voor het onderzoek van een functie

Bij het onderzoek van een functie zullen we de volgende punten liefst niet overslaan :

a.
1)
Het domein van f (eventueel periodiciteit en symmetrie, het even of oneven zijn)


2)
Snijpunten met de X- en Y-as


3)
Asymptoten opsporen en onderzoek naar de ligging van de grafiek t.o.v. de asymptoten

b.
De afgeleide functie f ‘ met nulpunten en tekenonderzoek

c.
De tweede afgeleide f" met nulpunten en tekenonderzoek

d.
Een tabel waarin we alles over f', f" en f onderbrengen

e.
De grafiek. We tekenen eerst de asymptoten, dan snijpunten met de coördinaatassen, extrema en buigpunten met buigraaklijn. Soms enkele aanvullende punten, liefst met de raaklijn.

Dit hoofdstuk gaan we nu al afsluiten met twee voorbeelden, waarbij we het voorgestelde schema niet volledig gaan volgen omdat het functies zijn waarvan de grafiek ons meer dan bekend is (Lespakket 4 en 7 van Mod. Wisk. basis).

1.3. De lineaire functie

f : R ( R : x ( ax + b(a ( R0, b ( R)

Dom f = R
(overal continu en afleidbaar)

Snijpunt met de X-as : ax + b = 0 ( x = 
[image: image1.wmf]-
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 : 
[image: image2.wmf]r
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Snijpunt met de Y-as : f(0) = b : 
[image: image3.wmf]r

q

(0, b)

f ‘(x) = a (constant !)

We splitsen :


a ( R
[image: image4.wmf]0
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	x
	( 
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	f ‘(x)
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Grafiek :

[image: image427.png]




Voorbeeld
Onderzoek en teken de grafiek van :

f : R ( R : x ( 
[image: image8.wmf]1

2

x

 – 2

Dom f = R
Snijpunten met de X-as : 
[image: image9.wmf]1

2

x

 – 2 = 0 ( x = 4 : 
[image: image10.wmf]r

p

 (4, 0)

Snijpunten met de Y-as : f(0) = ( 2 : 
[image: image11.wmf]r

q

 (0, ( 2)

f ‘(x) = 
[image: image12.wmf]1
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	4
	
	+ 

	f ‘(x)
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f(x)
	( 
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	+ 


Grafiek :

[image: image13.png]



A.C.O. 1

Onderzoek en teken de grafiek van :
f : R ( R : x ( 
[image: image14.wmf]-
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1.4. De kwadratische functie

f : R ( R : x ( ax2 + bx + c
(a ( R0, b en c ( R)

Dom f = R
(overal continu en afleidbaar)

Snijpunten met de X-as : ax2 + bx + c = 0

Is discriminant
D > 0 : 2 snijpunten,


D = 0 : 1 snijpunt (raakpunt),


D < 0 : geen snijpunten

f ‘(x) = 2ax + b, dit is een lineaire functie, heeft één nulpunt 
[image: image15.wmf]-

b
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(a ( 0).

f"(x) = 2a (constant !)

We splitsen :


a ( R
[image: image16.wmf]0
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	x
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[image: image17.wmf]-
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	f ‘(x)
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a ( R
[image: image18.wmf]0
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De kwadratische functie bereikt voor x = 
[image: image20.wmf]-
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 een minimum als a positief is en een maximum als a negatief is.

Voor dit extremum hebben we :
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en als coördinaat : 
[image: image22.wmf]-
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De grafiek is de voor ons bekende parabool met holle zijde naar boven als a positief is en holle zijde naar beneden als a negatief is.

Voorbeelden

Laat ons de extrema bepalen van de volgende functies

f1 : x ( x2 ( 4x

f2 : x ( x2 ( 3x + 2

f3 : x ( ( 2x2 ( 4x + 1

Voor f1 vinden we :
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Voor f2 vinden we :
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Voor f3 vinden we :
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Schetsen we nu de grafiek van deze kwadratische functies waarvan we eerst een belangrijke eigenschap aantonen met de volgende waardetabel voor f1(x) :

	x
	
( 1
	0
	
1
	
2
	
3
	4
	5

	f1(x)
	
5
	0
	
( 3
	
( 4
	
( 3
	0
	5


Je bemerkt dat f1(1) = f1(3), f1(0) = f1(4) en f1(( 1) = f1(5)

A.C.O. 2

Toon dezelfde eigenschap aan met waardetabel voor f2 en f3.
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In een georthonormeerd assenstelsel is 
[image: image27.wmf]-
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 de coördinaat van de top van de parabool en x = 
[image: image28.wmf]-
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 de vergelijking van de as van symmetrie.

We hebben het over een dalparabool als a > 0 en over een bergparabool als a < 0.

Het is interessant de raaklijn te kunnen tekenen in een punt van de grafiek. 

We bepalen eens de raaklijn aan f1 in het snijpunt met de X-as : (4, 0).

De vergelijking :

y ( f1(4) = f ‘1(4) · (x ( 4)

wordt :

y ( 0 = 4 · (x ( 4)


( 
y = 4x ( 16,

want

f ‘1(x) = 2x ( 4 en f ‘1(4) = 4

Constructie raaklijn (Lespakket M2 3.4.) : Vertrekkend uit (4, 0) ga je + 1 naar rechts, daarna + 4 naar boven. Het verkregen punt met (4, 0) verbinden.

A.C.O. 3

Stel de vergelijking van de raaklijn op in (0, 2) aan f2.

A.C.O. 4

Wat is de vergelijking van de raaklijn met ri.co. 4 aan de grafiek van f3 ?

A.C.O. 5

Onderzoek en teken grafiek van :
f : R ( R : x ( 
[image: image29.wmf]-
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Oplossingen A.C.O.

1.
f : R ( R : x ( 
[image: image30.wmf]-
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4

1

x



Dom f = R

Snijpunt met de X-as : 
[image: image31.wmf]-
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1

x

 = 0 ( x = 
[image: image32.wmf]4
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 : 
[image: image33.wmf]r

p

4

3

0

,

F

H

G

I

K

J



Snijpunt met de Y-as : f(0) = 1 : 
[image: image34.wmf]r

q

 (0, 1)


f ‘(x) = 
[image: image35.wmf]-
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Grafiek :

[image: image37.png]



2.

	x
	( 1
	0
	1
	
[image: image38.wmf]3
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	2
	3
	4

	f2(x)
	6
	2
	0
	
[image: image39.wmf]-
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f2(( 1) = f2(4); f2(0) = f2(3); f2(1) = f2(2)

	x
	( 4
	( 3
	( 2
	( 1
	0
	1
	2

	f3(x)
	( 15
	( 5
	1
	3
	1
	( 5
	( 15



f3(( 4) = f3(2); f3(( 3) = f3(1); f3(( 2) = f3(0)

3.
De afgeleide van f2 : x ( x2 ( 3x + 2 is


f ‘2 : x ( 2x ( 3, hieruit f ‘2(0) = ( 3


De vergelijking van de raaklijn :



y ( 2 = ( 3(x ( 0)


( 
y = ( 3x + 2

4.
We zoeken naar x



als f ‘3(x) = 4


(
( 4x ( 4 = 4


(
x = ( 2


De functiewaarde f3(( 2) = ( 8 + 8 + 1 = + 1


De vergelijking van de raaklijn in (( 2, + 1) :



y ( 1 = 4(x + 2)


(
y = 4x + 9

5.
f : R ( R : x ( 
[image: image40.wmf]-
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x

x



Dom f = R

Snijpunt met de X-as :




[image: image41.wmf]-
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2
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x

x

 = 0


(
x2 + 4x ( 6 = 0


D' = b'2 ( ac = 22 ( (+ 1) (( 6) = 4 + 6 = 10


x1 = 
[image: image42.wmf]-
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x2 = 
[image: image43.wmf]-
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De snijpunten zijn 
[image: image44.wmf]r
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Snijpunten met de Y-as : f(0) = 3; 
[image: image46.wmf]r

q

 (0, 3)


f ‘(x) = ( x ( 2 : nulpunt ( 2,


tekenonderzoek :

	x
	( 
	
	( 2
	
	+ 

	f ‘(x)
	
	+
	0
	(
	



We hebben hier een bergparabool met als maximumwaarde


f(( 2) = 
[image: image47.wmf]-

1

2

 (( 2)2 ( 2(( 2) + 3 = ( 2 + 4 + 3 = 5


Door de top (( 2, 5) gaat de as van symmetrie met vergelijking x = ( 2.


In een waardetabel nog enkele nuttige punten :

	x
	( 6
	( 4
	( 3
	( 2
	( 1
	0
	2

	f(x)
	( 3
	3
	4,5
	5
	4,5
	3
	( 3



Grafiek :
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Hoofdstuk 2
Verloop van een veeltermfunctie

2.1. Inleiding

We zullen ons beperken tot veeltermen van de derde graad.

2.2. Algemeen onderzoek

f : R ( R : x ( ax3 + bx2 + cx + d
(a ( R0; b, c en d ( R)

f ‘ : R ( R : x ( 3ax2 + 2bx + c

Hier zal de discriminant een grote rol spelen.

Is

	D < 0
	D = 0
	D > 0

	f ‘(x) vast teken
	f ‘(x) wordt één keer nul, maar verder vast teken
	f ‘(x) verandert tweemaal van teken

	
	
	

	f steeds stijgend (a > 0)

of

f steeds dalend (a < 0)
	de grafiek van f bezit één punt met horizontale raaklijn, verder is f steeds stijgend (a > 0) of f steeds dalend (a < 0)
	f heeft twee extrema,

een maximum

en een minimum

	geen extremum
	geen extremum
	


f" : R ( R : x ( 6ax + 2b

We hebben altijd één buigpunt (a ( 0)

De grafiek heeft geen asymptoten (Lespakket 9.4.).

2.3. Voorbeeld 1

f : R ( R : x ( x3 + x

Dom f = R
Snijpunt met de X-as : 
x3 + x = 0 ( x(x2 + 1) = 0 ( x = 0 : 
[image: image49.wmf]r

p

(0, 0)

Snijpunt met de Y-as :
f(0) = 0 : 
[image: image50.wmf]r

q

(0, 0) = 
[image: image51.wmf]r

p

(0, 0)

De afgeleide :
f ‘ : R ( R : x ( 3x2 + 1
D < 0

geen nulpunt, altijd positief, de functie is steeds stijgend.

De tweede afgeleide :

f ‘ : R ( R : x ( 6x : nulpunt 0

tekenonderzoek :

	x
	( 
	
	0
	
	+ 

	f"(x)
	
	(
	0
	+
	


Tabel :

	x
	( 
	
	0
	
	+ 

	f ‘(x)
	
	+
	+
	+
	

	f"(x)
	
	(
	0
	+
	

	
f(x)
	( 
	(
	Bgpt
	(
	+ 


Enkele aanvullende punten : (( 1, ( 2), 
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Grafiek :
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De buigraaklijn in de oorsprong : y ( 0 = 1(x ( 0) ( y = x, want f ‘(0) = 1

2.4. Voorbeeld 2

f : R ( R : x ( 
[image: image54.wmf]1
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Dom f = R
Snijpunten met de X-as :

[image: image55.wmf]1
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[image: image56.wmf]x
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 = 0

Ontbinden met Horner (teller deelbaar door x ( 1 !)

	
	1
	
( 9
	
24
	
( 16

	1
	
	
1
	
( 8
	
16

	
	1
	
( 8
	
16
	
0



(
(x ( 1)(x2 ( 8x + 16) = 0


(
(x ( 1)(x ( 4)2 = 0

nulpunten : 1, 4; 
[image: image57.wmf]r

p

1

(1, 0), 
[image: image58.wmf]r

p

2

(4, 0) (raakpunt !)

Snijpunt met de Y-as : f(0) = ( 4 : 
[image: image59.wmf]r

q

(0, ( 4)

De afgeleide : f ‘ : R ( R : x ( 
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D > 0 twee extrema !

tekenonderzoek :

	x
	( 
	
	2
	
	4
	
	+ 

	f ‘(x)
	
	+
	0
	(
	0
	+
	


De tweede afgeleide : f" : R ( R : x ( 
[image: image61.wmf]3
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tekenonderzoek :

	x
	( 
	
	3
	
	+ 

	f"(x)
	
	(
	0
	+
	


Tabel :

	x
	( 
	
	2
	
	3
	
	4
	
	+ 

	f ‘(x)
	
	+
	0
	(
	(
	(
	0
	+
	

	f"(x)
	
	(
	(
	(
	0
	+
	+
	+
	

	f(x)
	
	(
	Max

1
	(
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f(2) = 1

f(3) = 
[image: image63.wmf]1

2


f(4) = 0

De buigraaklijn : y – 
[image: image64.wmf]1
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 = 
[image: image65.wmf]-
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want f ‘(3) = 
[image: image66.wmf]-
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Grafiek :
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A.C.O.

Onderzoek en teken de grafiek van de functie :
f : R ( R : x ( x3 ( x2 ( x ( 2

Oplossing A.C.O.

f : R ( R : x ( x3 ( x2 ( x ( 2

Dom f = R
Snijpunt met de X-as : x3 ( x2 ( x ( 2 = 0

omdat f(2) = 0 bekomen we met Horner :

	
	1
	
( 1
	
( 1
	
( 2

	2
	
	
2
	
2
	
2

	
	1
	
1
	
1
	
0



( (x ( 2) (x2 + x + 1) = 0
D < 0

nulpunt : 2 : 
[image: image68.wmf]r

p

(2, 0)

Snijpunt met de Y-as : f(0) = 2 : 
[image: image69.wmf]r

q

(0, ( 2)

De afgeleide :

f ‘ : R ( R :
x ( 3x2 ( 2x ( 1


D' = (( 1)2 + 3 = 4

nulpunten :

[image: image70.wmf]1
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tekenonderzoek :

	x
	( 
	
	
[image: image71.wmf]-
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De tweede afgeleide :

f" : R ( R :
x ( 6x ( 2

nulpunt : 
[image: image72.wmf]1
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tekenonderzoek :
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De buigraaklijn :
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De raaklijn in (0, ( 2) :
y + 2 = ( 1(x ( 0), want f ‘(0) = ( 1

De raaklijn in (2, 0) :
y ( 0 = 7(x ( 2), want f ‘(2) = 7

Nog een aanvullend punt : (( 1, ( 3), want f(( 1) = ( 3.

Grafiek : zie volgende bladzijde.

Grafiek :
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Te onthouden

Een veeltermfunctie van de derde graad heeft een grafiek die vloeiend verloopt van (  tot +  of omgekeerd.

De rol van de discriminant f ‘(x) = 0 is heel belangrijk :


D < 0 :
monotoon stijgend of dalend


D = 0 :
monotoon stijgend of dalend met één punt dat een horizontale raaklijn bezit


D > 0 :
twee extrema (een minimum én een maximum).

De grafiek vertoont steeds één buigpunt.

Verwijzing naar de taak

In de eerste opgave van de taak vind je alles om nu zelf eens aan de slag te gaan.

Hoofdstuk 3
Verloop van een rationale functie

3.1. Inleiding

Onder rationale functies verstaan we functies als daar zijn :

f1: x ( 
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f2 : x ( 
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f3 : x ( 
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We merken dat die wortelvrij zijn en dat x optreedt in de noemer.

Eerst gaan we de homografische functie bestuderen : de noemer is van de eerste graad in x, de teller eveneens van de eerste graad of een constante. Pas daarna gaan we op de meer algemene toer !

3.2. De homografische functie

f : R ( R : x ( 
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Snijpunt met de Y-as : f(0) = 
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H.A. : y = 
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Er zijn geen schuine asymptoten (S.A.)

De afgeleide : f ‘ : x ( 
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f ‘(x) behoudt een vast teken, f heeft geen extremum.

De tweede afgeleide : f" : x ( 
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f"(x) verandert van teken voor het nulpunt van de noemer, maar er is geen buigpunt omdat 
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De grafiek is een hyperbool met een verticale en een horizontale asymptoot.

Voorbeeld
f : R ( R : x ( 
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Asymptoten :
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De afgeleide : f ‘ : R \ {– 2} ( R : x ( 
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De tweede afgeleide : f" : R \ {– 2} ( R : x ( 
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Enkele aanvullende punten :
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De raaklijn in het snijpunt met de X-as : y – 0 = 
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De raaklijn in het snijpunt met de Y-as : y + 
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A.C.O. 1

Onderzoek en teken grafiek van :
f : R ( R : x ( 
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3.3. De rationale functie

Geen algemene behandeling omdat de resultaten hier nogal sterk kunnen uiteenlopen, zoals de volgende voorbeelden zullen laten zien. We kunnen wel een schuine asymptoot (S.A.) voorspellen als de graad van de teller één hoger is dan de graad van de noemer.

3.4. Voorbeeld 1

f : R ( R : x ( 
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Dom f = R \ {– 3}

Snijpunten met de X-as : x2 – 4x – 5 = 0 ( (x + 1) (x – 5) = 0

Nulpunten : – 1 :
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Snijpunten met de Y-as : f(0) = – 
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Asymptoten :

Uit het tekenverloop van f(x) :
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Er is geen horizontale asymptoot.

Voor de schuine asymptoot (zie Lespakket 9 - 4.5) hebben we :
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S.A. y = x – 7 (idem voor x ( – ()

Opmerking

De uitdrukking x – 7 vinden we ook terug als we de deling uitvoeren van teller door noemer :
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De afgeleide :

f ‘ : R \ {– 3} ( R : x (
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De tweede afgeleide :

f" : R \ {– 3} ( R : x (
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Voor het maximum : f(– 7) = – 18

en voor het minimum : f(+ 1) = – 2

De raaklijn in het snijpunt (– 1, 0) met de X-as : y = – 3(x + 1), want f ‘(– 1) = – 3.

Grafiek :
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3.5. Voorbeeld 2

f : R ( R : x ( 
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Dom f = R \{1}

Snijpunten met de X-as : x2 + 4x + 3 = 0 ( (x + 1) (x + 3) = 0

nulpunten :
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Asymptoten :

Uit het tekenonderzoek van f(x) :

	x
	– (
	
	– 3
	
	– 1
	
	1
	
	+ (

	f(x)
	
	+
	
	–
	
	
	(
	
	


is 
[image: image143.wmf]lim

x

f

x

®

=

+

¥

1

b

g

, dus V.A. : x = 1

Vermits 
[image: image144.wmf]lim

x

x

x

x

®

¥

+

+

-

2

2

4

3

1

b

g

 = 1, is y = 1   H.A.

Ligging van de kromme t.o.v. de H.A. (Lespakket 9 - 4.3.3.) :
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Opmerking
Voor x = 
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Er is geen schuine asymptoot.

De afgeleide :

f ‘ : R \ {1} ( R : x (
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De tweede afgeleide :

f" : R \ {1} ( R : x (
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De buigraaklijn in (– 3, 0) is :

y – 0 = 
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De raaklijn in (– 1, 0) is :
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De raaklijn in het snijpunt met de H.A. : 
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Enkele aanvullende punten :
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A.C.O. 2

Onderzoek en teken de grafiek van
f : R ( R : x ( 
[image: image173.wmf]x
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Oplossingen A.C.O.
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f : R ( R : x ( 
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Dom f : R \ 
[image: image175.wmf]2

3

R

S

T

U

V

W



Snijpunten met de X-as : 3x – 8 = 0 ( x = 
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Snijpunten met de Y-as : f(0) = – 2 : 
[image: image177.wmf]r

q

(0, – 2)


Asymptoten :


Uit het tekenverloop van f :
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De afgeleide :


f ‘ : R \ 
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[image: image186.wmf]3

6

4

6

3

8

6

4

36

6

4

2

2

-

+

+

-

-

+

=

-

-

+

x

x

x

x

b

g

b

g

b

g

b

g



f ‘(x) is steeds negatief in Dom f


De tweede afgeleide :


f" : R \ 
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tekenonderzoek :
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Tabel :
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Raaklijn in het snijpunt (
[image: image193.wmf]8
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Raaklijn in het snijpunt (0, – 2) met de Y-as :


y + 2 = 
[image: image197.wmf]-
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Enkele aanvullende punten :


f(– 2) = 
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f(– 1) = 
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f(1) = 
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f(2) = 
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Grafiek :
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2.
f : R ( R : x ( 
[image: image204.wmf]x
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Dom f = R0

Snijpunt met de X-as : x + 2 = 0 ( x = – 2 : 
[image: image205.wmf]r

p

(– 2, 0)


Geen snijpunt met de Y-as : (0 ( Dom f)


Asymptoten :


Uit het tekenonderzoek van f :

	x
	– (
	
	– 2
	
	0
	
	+ (

	f(x)
	
	–
	0
	+
	
	+
	



is : 
[image: image206.wmf]lim

x

®

0

 f(x) = + (, V.A. : x = 0


Vermits 
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Is er een schuine asymptoot met vergelijking van de gedaante y = ax + b ?
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S.A. y = x + 6


Ligging van de kromme t.o.v. de S.A. (Lespakket 9 - 4.5.3.) :


v(x)
= f(x) – (ax + b) = 
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tekenonderzoek :

	x
	– (
	
	– 
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voor
x > – 
[image: image216.wmf]2
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 ligt de kromme boven de S.A.


voor
x < – 
[image: image217.wmf]2

3

 ligt de kromme onder de S.A.


Opmerking 


Voor x = – 
[image: image218.wmf]2
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 ontstaat een snijpunt van de kromme met de S.A.


De afgeleide :


f ‘ : R0 ( R : x (
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De tweede afgeleide :


f" : R ( R0 : x (
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tekenonderzoek :
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Voor het minimum : f(4) = 
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De buigraaklijn in (– 2, 0) valt samen met de drager van de X-as


Enkele aanvullende punten :


f(– 4) = 
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[image: image227.wmf]f
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f(2) = 
[image: image228.wmf]2
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Grafiek :

[image: image229.png]



Verwijzing naar de taak

De opgaven 2, 3 en 4 van de taak wachten op een oplossing.

Hoofdstuk 4
Verloop van eenvoudige irrationale functies

4.1. Inleiding

Bij deze functies zullen we ons onmiddellijk op de voorbeelden werpen. Bij het eerste punt van onderzoek, het domein, is het al “opletten” geblazen !

4.2. Voorbeeld 1

f : R ( R : x ( 
[image: image230.wmf]2
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Dom f = 2x ( 4 ( 0 ( x ( 2, dus Dom f = [2, + [

Snijpunt met de X-as : 2x ( 4 = 0 ( x = 2
 : 
[image: image231.wmf]r

p

(2, 0)

Geen snijpunt met de Y-as : f(0) is niet gedefinieerd.

Geen asymptoten.

De functie is rechtscontinu in x = 2.

De beeldverzameling is R+
De afgeleide :

f ‘ : x ( 
[image: image232.wmf]2
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De tweede afgeleide :

f" : x ( 
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Tabel :
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De functie is niet afleidbaar in 2, wel is 
[image: image234.wmf]lim
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 f ‘(x) = +  : in 2 ontstaat een verticale raaklijn.

Enkele aanvullende punten :

f(3) = 
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f(4) = 
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Grafiek :
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De kromme is een deel van een parabool.

4.3. Voorbeeld 2

f : R ( R : x ( 
[image: image239.wmf]x
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Dom f : x3 + x2 ( 0 ( x2(x + 1) ( 0

tekenonderzoek :
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dus Dom f = [( 1, + [

Snijpunten met de X-as :

x2(x + 1) = 0 ( x = 0 of x = ( 1; 
[image: image240.wmf]r
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p

2

(0, 0)

Snijpunten met de Y-as :

f(0) = 0 : 
[image: image242.wmf]r

q

(0, 0)

Geen asymptoten.

De beeldverzameling : R+
De afgeleide :

f ‘ : x ( 
[image: image243.wmf]3
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Voor x > 0 is f ‘(x) = 
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De afgeleide is voor x > 0 steeds positief


Als rechterafgeleide in x = 0 vinden we :
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Voor ( 1 < x < 0 is f ‘(x) = 
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tekenonderzoek :

	x
	
	( 1
	
	( 
[image: image249.wmf]2
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Als linkerafgeleide in x = 0 vinden we :
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als rechterafgeleide in x = ( 1
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c.
In x = 0 hebben we een linker( en een rechterafgeleide die verschillend zijn, dus f is niet afleidbaar in 0.


De kromme heeft daar twee verschillende raaklijnen die een hoek van 90° maken.

d.
Voor x = ( 1 is er ook geen afleidbaarheid, wel een verticale raaklijn.

De tweede afgeleide :

a.
Voor x > 0 is f"(x)


= 
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f"(x) is in dit interval steeds positief.

b.
Voor ( 1 < x < 0 is f"(x)


= 
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f"(x) is in dit interval steeds negatief.


Tabel :

	x
	( 1
	( 
[image: image255.wmf]2
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Voor het maximum :
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Een aanvullend punt : 
[image: image257.wmf]1
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De raaklijn heeft als vergelijking :


y – 
[image: image259.wmf]2

 = 
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Grafiek :
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A.C.O.

Onderzoek en teken de grafiek van de functie :
f : R ( R : x ( 
[image: image262.wmf]2
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Oplossing A.C.O.

f : R ( R : x ( 
[image: image263.wmf]2

2

2

2

-

+

-

x

x

x
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tekenonderzoek :
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Dom f = [0, 2]

Snijpunten met de X-as : 
[image: image264.wmf]2
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 = 0
(1)

Dit is een irrationale vergelijking. Indien je hier niet mee vertrouwd bent, verwijzen we eerst naar het einde van dit hoofdstuk waar een aanvulling is ingelast over het oplossen van zulke vergelijkingen.

(1) wordt eerst herleid tot : 
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(kwadrateren)
(
2x – x2
= 
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D’
= 36 – 20 = 16

nulpunten : 
[image: image269.wmf]6
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Alleen 2 voldoet aan de voorwaarde en is een oplossing.

We hebben maar één snijpunt met de X-as : (2, 0).

Snijpunt met de Y-as : f(0) = 1 : 
[image: image271.wmf]r
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Geen asymptoten : zie domein.

De afgeleide :

f ‘ : x ( 
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f ‘(x) wordt nul voor :
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D'
= 25 ( 20 = 5,

nulpunten : 
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Alleen 
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 is een oplossing !

f ‘(x) heeft het teken van haar teller en kan niet van teken veranderen zonder nul te worden.

f ‘(x) heeft dus een vast teken links en een vast teken rechts van het nulpunt.

Om dit teken te bepalen, volstaat het twee waarden toe te kennen aan x : voor x = 0 is de teller + 2 en voor x = 2 is de teller ( 2.

Besluit :
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Vermits 
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zullen de raaklijnen in de grenspunten evenwijdig zijn met de Y-as.

De tweede afgeleide :
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f" is negatief in ]0, 2[ !

Tabel :
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Voor het maximum is f
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Een aanvullend punt
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Grafiek :
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Verwijzing naar de taak

Om je verder in te werken neem nu opgave 5  van de taak.

Aanvulling
Irrationale vergelijkingen

Definitie

Een irrationale vergelijking is een vergelijking waarin de onbekende onder een wortelteken voorkomt.

Voorbeelden
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Oplossingsmethode

Om een vergelijking van het type 
[image: image289.wmf]A

 – B = 0 met A ( 0 en B ( 0 (zie onderaan) op te lossen, zal men steeds eerst de vierkantswortel afzonderen : 
[image: image290.wmf]A

 = B (1) en dan de vierkantswortel wegwerken door beide leden te kwadrateren.

We bekomen de vergelijking A = B2 (2), die men ook kan schrijven : A ( B2 = 0

(
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[image: image293.wmf]A
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De tweede vergelijking 
[image: image294.wmf]A

 = ( B is een ingevoerde vergelijking als we (1) door (2) vervangen, m.a.w. (1) en (2) zijn niet gelijkwaardig.

Om toch een gelijkwaardigheid te bekomen moeten we een voorwaarde invoeren :


[image: image295.wmf]A

 = B ( A = B2 met B ( 0

Deze voorwaarde noemen we de kwadrateringsvoorwaarde (K.V.W.).

Bij de irrationale vergelijkingen niet van het type (1) is er ook altijd de bestaansvoorwaarde (B.V.W.), die aangeeft voor welke waarden van x de veelterm onder het wortelteken positief of nul is.

Voorbeelden

Voorbeeld 1
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2x + 3
= (6 ( x)2
K.V.W. 6 ( x ( 0 ( x ( 6

(
2x + 3
= 36 ( 12x + x2
(
x2 ( 14x + 33 = 0
D' = 49 ( 33 = 16


x1 = 7 + 4 = 11, x2 = 7 ( 4 = 3


V = {3}, x1 voldoet niet aan de voorwaarde.

Bij een vergelijking als deze met een enkel wortelteken is het overbodig de bestaansvoorwaarde voor het wortelteken uit te schrijven, want bij kwadratering drukken we uit dat 2x + 3 gelijk is aan een kwadraat dat zelf nooit negatief kan zijn.

Voorbeeld 2
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B.V.W. :
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Herschrijven we de opgave :
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dan zijn beide leden zeker positief zonder enige voorwaarde.

Na kwadratering bekomen we :

(
2x + 1 + x ( 3 + 
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Nog eens kwadrateren om het laatste wortelteken weg te werken :

(
4 (2x + 1) (x ( 3) = 9(6 ( x)2 met K.V.W. : 6 ( x ( 0 ( x ( 6

(
x2 ( 88x + 336 = 0

De twee voorwaarden leveren gebundeld : x ( [3, 6]

D' = 442 ( 336 = 1600

x1 = 44 ( 40 = 4 en x2 = 44 + 40 = 84

V = {4}, x2 voldoet niet aan de voorwaarde.

Voorbeeld 3
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B.V.W. :
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De gegeven vergelijking schrijven we nu om :


[image: image308.wmf]7

13

3

19

5

27

x

x

x

-

=

-

+

-


Een som van twee wortelvormen is altijd positief !

Na kwadratering :

(
7x ( 13 = 3x ( 19 + 5x ( 27 + 
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De twee voorwaarden gebundeld : x ( 
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x2 = 
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V = {9}, x1 voldoet niet aan de voorwaarden.

Hoofdstuk 5
Verloop van een goniometrische functie

5.1. Inleiding

We gaan ons niet beperken tot de functies x ( sin x, x ( cos x, x ( tg x en x ( cotg x, maar we gaan een stapje verder naar functies als daar zijn :

x ( 2 sin(2x ( 1), x ( sin 2x + 2 cos x, x ( sin x · sin 2x.

In Lespakket 12 - Hoofdstuk 1 en 2, heb je reeds de grafieken getekend van de eerste vier functies, niet alleen met argument x maar zelfs met argument ax + b. Je hebt de periode leren bepalen en zelfs de amplitude leren vastleggen. Hier kunnen wij dus kort zijn !

5.2. De sinus- en cosinusfunctie

f : R ( R : x ( sin x

Dom f = R; de periode is 2, we mogen ons beperken tot een periode-interval, kies [0, 2[.

Snijpunten met de X-as : 
[image: image314.wmf]r
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Snijpunten met de Y-as : 
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 (0, 0) = 
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Er zijn geen asymptoten.

De afgeleide :

sin' : x ( cos x

tekenonderzoek :

	x
	0
	
	
[image: image318.wmf]p

2


	
	
[image: image319.wmf]3

2

p


	
	2

	[sin x]'
	
	+
	0
	(
	0
	+
	


De tweede afgeleide :

sin" : x ( ( sin x

tekenonderzoek :
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Tabel :
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De buigraaklijn in (0, 0) is y = x, want [sin x]' = 1 in 0.

De buigraaklijn in (, 0) is y = ( (x ( ), want [sin x]' = ( 1 in .

Aanvullende punten ken je : 
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Grafiek :
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Bemerk dat je de bogen op de X-as uitzet in radialen en niet in booggraden !

A.C.O. 1

Doe nu zelf het onderzoek voor :
f : R ( R : x ( cos x

5.3. De tangens- en cotangensfunctie

Dom f = R \ 
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Je weet dat de periode  is, beperken we ons tot : [0, [ \ 
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Snijpunten met de X-as : 
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 (0, 0), dit is ook het snijpunt met de Y-as.

Er is alleen een V.A. met vergelijking

x = 
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De afgeleide :

tg' : x ( 
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tekenonderzoek :
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De tweede afgeleide :

tg" : x ( (( 2) cos( 3 x (( sin x) = 
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tekenonderzoek :
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Tabel :
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De buigraaklijn in (0, 0) is y = x, want [tg x]' = 1 in x = 0.

Aanvullende punten ken je : 
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Grafiek :
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A.C.O. 2

Doe nu ook zelf het onderzoek voor :
f : R ( R : x ( cotg x

Opmerking

De sinus-, tangens- en cotangensfunctie zijn oneven functies, hun grafiek vertoont een symmetrie t.o.v. de oorsprong. De cosinusfunctie is even en de grafiek is symmetrisch t.o.v. de Y-as.

We hadden in ons onderzoek het periode-interval kunnen halveren en daarna de spiegeling uitvoeren om weer de grafiek te krijgen in een volledig periode-interval.

5.4. Algemene goniometrische functies

5.4.1. Voorbeeld 1

f : R ( R : x ( sin (2x ( 1)

Dom f = R,

maar omdat de periode hier  is, beperken we ons tot een periode(interval [0, [.

Snijpunten met de X-as :


sin (2x ( 1)
= 0

(
2x ( 1
= k
(k ( Z)


2x ( 1 = 0; 2x ( 1 = 
(k = 1, k = 2)

zodat : x1 = 
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Snijpunt met de Y-as : sin (( 1) = ( 0,84.. : 
[image: image341.wmf]r
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 (0; ( 0,84..)

Er zijn geen asymptoten.

De afgeleide :

f ‘ : R ( R : x ( 2 cos (2x ( 1)

nulpunten :


cos (2x ( 1)
= 0

(
2x ( 1
= 
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zodat :
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[image: image345.wmf]1

2

4

+

p

 = 1,28..; x4 = 
[image: image346.wmf]1

2

3

4

+

p

 = 2,85..

tekenonderzoek :

	x
	0
	
	x3
	
	x4
	
	

	f ‘(x)
	
	+
	0
	(
	0
	+
	


De tweede afgeleide :

f" : R ( R : x ( ( 4 sin (2x ( 1)

de nulpunten zijn dezelfde als van f(x),

tekenonderzoek :
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Buigraaklijn in (0,5; 0) :

y ( 0 = + 2 (x ( 0,5) want f ‘(0,5) = 2 cos 0 = 2

Buigraaklijn in (2,07..; 0) :

y ( 0 = ( 2 (x ( 2,07..) want f ‘(2,07..) = 2 cos  = ( 2

Grafiek :
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5.4.2. Voorbeeld 2

f : R ( R : x ( sin 2x + 2 cos x

Dom f = R, sin 2x heeft als periode  en cos x als periode 2, dan heeft de som als periode 2 (2 = k.g.v. (, 2)) zodat we ons voor het onderzoek kunnen beperken tot [0, 2[.

Snijpunten met de X-as :


sin 2x + 2 cos x = 0 met x ( [0, 2[

(
2 sin x · cos x + 2 cos x = 0

(
2 cos x(sin x + 1) = 0

(
cos x = 0
sin x = ( 1
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Snijpunten met de Y-as : f(0) = sin 0 + 2 cos 0 = 2 : 
[image: image355.wmf]r
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Er zijn geen asymptoten.

De afgeleide :

f ‘ : R ( R : x ( 2 cos 2x ( 2 sin x


= 2 (1 ( 2 sin2 x) ( 2 sin x


= ( 4 sin2 x ( 2 sin x + 2


= ( 2 (sin x + 1) (2 sin x ( 1)

nulpunten : ( 2 (sin x + 1) (2 sin x ( 1) = 0

(
sin x = ( 1
of
sin x = 
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De tweede afgeleide :

f" : R ( R : x ( ( 4 sin 2x ( 2 cos x


= ( 8 sin x cos x ( 2 cos x


= ( 2 cos x (4 sin x + 1)

nulpunten : ( 2 cos x (4 sin x + 1) = 0

(
cos x = 0
of
4 sin x + 1 = 0 met x ( [0, 2[
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x1 = 3,39.. en x2 = 6,03..
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Voor het maximum :
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Voor het minimum :
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Voor de buigpunten :
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vergelijking raaklijn : y = ( 4 
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vergelijking raaklijn : y = 0.

f(x1)
= sin 2 x1 + 2 cos x1 = 2 cos x1 (sin x1 + 1) = 2 cos x1 
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Grafiek : zie volgende bladzijde.
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In deze grafiek werd de richting van de buigraaklijnen eerst uitgezet vanuit de oorsprong.

Raaklijn in het snijpunt met de Y-as : y ( 2 = 2x, want f ‘(0) = 2.

Oplossingen A.C.O.

1.
f : R ( R : x ( cos x


Dom f = R. We beperken tot [0, 2[


Snijpunten met de X-as : 
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Snijpunt met de Y-as : 
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Geen asymptoten.
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De buigraaklijn in

[image: image403.wmf]p

2

0

,

F

H

G

I

K

J

 is y = 
[image: image404.wmf]-

-

F

H

G

I

K

J

x

p

2

, want [cos x]' = ( 1 in x = 
[image: image405.wmf]p

2



De buigraaklijn in

[image: image406.wmf]3

2

0

p

,

F

H

G

I

K

J

 is y = x – 
[image: image407.wmf]3

2

p

, want [cos x]' = + 1 in x = 
[image: image408.wmf]3

2

p



Grafiek :
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2.
f : R ( R : x ( cotg x


Dom f = R \ {k ( k ( Z}


De periode is , we beperken ons tot ]0, [.


Snijpunten met de X-as : 
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Geen snijpunten met de Y-as.


Er is een V.A. :
x = 0 
(
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De tweede afgeleide :
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De buigraaklijn in
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Aanvullende punten :
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Grafiek :
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Te onthouden

Bij de goniometrische functies zullen we op de X-as de bogen steeds uitzetten in radialen, niet in booggraden !

Je moet dus goed kunnen omzetten.

Let op eventuele symmetrieën.
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