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Hoofdstuk 1
Raaklijn in een punt van een kromme

1.1. Inleiding

In 2.6. van Lespakket 10 hebben we de vergelijking opgesteld van de raaklijn in

[image: image1.wmf]r

p

 (a, f(a)), een punt van een kromme met vergelijking y = f(x) :

y ( f(a) = f '(a) · (x ( a).

De richtingscoëfficiënt (ri.co.) van deze raaklijn, f '(a), is niets anders dan de getalwaarde van de afgeleide van f(x) in het punt p.

De belangrijkheid van de raaklijn voor ons verder onderzoek willen we onderlijnen aan de hand van enkele voorbeelden.

1.2. Voorbeelden

1.2.1.

Onderzoek de raaklijn aan y = f(x) = x2 in 
[image: image2.wmf]r

p

 (a, f(a)).

Voor elke x ( R is f '(x) = 2x, dus in elk punt van de kromme is een raaklijn met vergelijking : y ( f(a) = 2a(x ( a).

1.2.2.

De raaklijn aan y = f(x) = 
[image: image3.wmf]x

3

 in 
[image: image4.wmf]r

p

 (a, f(a)).

Voor elke x ( R0 is f '(x) = 
[image: image5.wmf]1
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.

In x = 0 is f niet afleidbaar, toch heeft de grafiek een verticale raaklijn in x = 0.

In x = 0 valt de raaklijn samen met de Y-as.

1.2.3.

Hebben we een raaklijn aan y = f(x) = (x( in x = 0 ?

In dit punt hebben we geen afgeleide, wel een linker- en een rechterafgeleide (zie voorbeeld 1 bij 3.3. van Lespakket 10). Een linker- en een rechterraaklijn en beiden zijn verschillend : y = ( x en y = + x.

1.2.4.

Bepaal de raaklijn aan f(x) = 
[image: image6.wmf]2
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 in 
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 (1, 1).

f '(x) = 
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zodat f '(1) = 
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en de vergelijking van de raaklijn :


y ( 1
= 
[image: image10.wmf]5
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1.3. Normaal in een punt van een kromme

Een rechte die nauw verwant is met de raaklijn T in een punt p van een kromme K is de normaal N. Deze rechte staat in p loodrecht op T.

[image: image12.png]



Tussen de ri.co. van de normaal N en de ri.co. van de raaklijn T in p bestaat in een georthonormeerd assenstelsel de betrekking mT · mN = ( 1,
waaruit mN = 
[image: image13.wmf]-
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De vergelijking van de normaal in p :

y ( f(a) = 
[image: image15.wmf]-
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Gaan we even terug naar 1.2.4. dan is daar de vergelijking van de normaal in 
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 (1, 1) :
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A.C.O.

Bepaal de vergelijking van de raaklijn en de normaal aan f : R ( R : x ( 
[image: image20.wmf]2
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 in het punt 
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Oplossing A.C.O.

f '(x)
= 
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Vergelijking van de raaklijn in 
[image: image27.wmf]r
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Vergelijking van de normaal in 
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Te onthouden

Vergelijking raaklijn :
y ( f(a) = f '(a) · (x ( a)

Vergelijking normaal :
y ( f(a) = 
[image: image33.wmf]-
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Verwijzing naar de taak

In de eerste opgave van de taak zul je het nodige vinden om bovenstaande formules even in te oefenen.

Hoofdstuk 2
Regel van de l'Hospital

2.1. Inleiding

Bij het berekenen van limieten komen heel dikwijls de onbepaalde vormen 
[image: image34.wmf]0

0

, 
[image: image35.wmf]¥

¥

 en  (  voor. Om deze vormen te behandelen hebben we een machtig middel : de regel van de l'Hospital.

2.2. Regel van de l'Hospital

Stelling

Als voor de functies f en g in a ( R geldt :

f(a) = g(a) = 0,

f en g afleidbaar in a

en g'(a) ( 0,

dan is :
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Bewijs
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(teller en noemer delen door x - a)
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(limiet van een quotiënt)
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(definitie afgeleide in een punt.)

waaruit we kunnen besluiten voor de onbepaaldheid 
[image: image42.wmf]0
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Indien echter de limiet rechts weer de onbepaalde vorm 
[image: image44.wmf]0
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 zou opleveren kunnen we de regel opnieuw toepassen op 
[image: image45.wmf]¢
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 als aan de voorwaarden is voldaan.

De formule (1) geldt niet alleen als x ( a, maar ook als x ( ± .

We spreken af dat wanneer we bij de oefeningen de regel van de l'Hospital toepassen, we de letter H boven het gelijkheidsteken plaatsen, zo kunnen we de ontwikkelingen beter volgen.

Voorbeelden
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A.C.O. 1

Bereken
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Wat doen we nu met de onbepaaldheid 
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Als aan de voorwaarden voldaan is kunnen we op de laatste limiet de regel van de l'Hospital toepassen en bekomen :
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Stellen we de gegeven limiet 
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 = L, dan bekomen we :

L = L2 · 
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Besluit
Ook voor de onbepaaldheid 
[image: image61.wmf]¥
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 mogen we (1) toepassen.

Opmerking

De onbepaalde vorm 0 ·  is altijd te herleiden tot 
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Voorbeeld 1
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Voorbeeld 2
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Voorbeeld 3
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A.C.O. 2

Bereken
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De laatste onbepaalde vorm  (  is ook steeds te herleiden tot één van de onbepaaldheden 
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Voorbeeld
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A.C.O. 3

Bereken
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Oplossingen A.C.O.

1.
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Te onthouden

Regel van de l'Hospital.
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Verwijzing naar de taak

Nu je met de l'Hospital een nieuwe aanpak van de limieten hebt ontdekt, maak je de opgaven 2, 3 en 4 van de taak.

Hoofdstuk 3
Stijgen, dalen van een functie.  Extreme waarden.

3.1. Inleiding

[image: image101.png]



Beschouwen we de figuur hiernaast met een deel van de grafiek van y = f(x).

We weten dat de richtingscoëfficiënt van de raaklijn aan de kromme in een punt met abscis x1 gelijk is aan de getalwaarde van de afgeleide f '(x) in x = x1 of :

mT = tg ( = f '(x1).

Als we vanuit het punt p van de grafiek + 1 horizontaal naar rechts uitzetten, dan merken we dat f '(x1) terug te vinden is als verticale rechthoekszijde in driehoek pqr, want tg ( = 
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Hier is f '(x1) positief, de raaklijn stijgt en dus ook de kromme in x = x1.

In x = x3 is f '(x3) negatief, de raaklijn daalt en dus ook de kromme.

In x = x2 is f '(x2) = 0 en hebben we een horizontale raaklijn !

Verandert de afgeleide van teken in de omgeving van een punt zoals in x = x2, dan krijgen we een maximum of een minimum.

Het teken van de afgeleide zal dus interessante inlichtingen verstrekken omtrent het verloop van een functie.

3.2. Afspraken omtrent stijgen en dalen

Is y = f(x) gedefinieerd in R,


continu in [a, b] en


afleidbaar in ]a, b[ :

is f '(x) ( 0
in ]a, b[, dan
f dalend
in het interval

 " f '(x) ( 0
 " 
"
" 
f stijgend
"
 " 
 " 

 " f '(x) < 0
 " 
"
" 
f strikt dalend in het interval

 " f '(x) > 0
 " 
"
" 
f strikt stijgend in het interval

Voorbeeld 1

De functie f : R ( R : x ( x3 is stijgend in R, want f '(x) = 3x2 ( 0.

De afgeleide is strikt positief behalve voor x = 0. In dit ene punt is de raaklijn aan de grafiek horizontaal.

Voorbeeld 2

De functie f : R ( R : x ( 
[image: image103.wmf]1

2

x

 is stijgend in R
[image: image104.wmf]0

-

 en dalend in R
[image: image105.wmf]0

+

 want
f '(x) = 
[image: image106.wmf]-

2

3

x

.

A.C.O. 1

Onderzoek het stijgen en dalen van 
f : R ( R : x ( 3x2 - 6x + 2.

3.3. Extrema van een functie

f bereikt een MAXIMUM in a ( A
(A omgeving van a)

als ( x ( A \ {a} : f(x) < f(a)

f bereikt een MINIMUM in a ( A

als ( x ( A \ {a} : f(x) > f(a)


figuur voor een minimum
figuur voor een maximum

[image: image214.png][image: image215.png]





Voorbeeld
f : R ( R : x ( 
[image: image107.wmf]1

1

2

+

x


bereikt een maximum voor x = 0, want f(0) = 1 en voor alle andere x-waarden is de noemer van de breuk groter dan 1, dus de breuk zelf kleiner dan 1.

[image: image216.png]


3.4.
Kenmerk voor een extremum van een afleidbare functie

[image: image217.png]




f bereikt maximum in a.
f bereikt minimum in a.


links van a is f stijgend,
links van a is f dalend,



f '(x) > 0

f '(x) < 0


rechts van a is f dalend,
rechts van a is f stijgend,


f '(x) < 0

f '(x) > 0

In a zelf is de raaklijn // X-as :

f '(a) = 0

Besluit
Een functie bereikt een extremum in a als a een nulpunt is van de afgeleide functie en als de afgeleide in de omgeving van a van teken wisselt.

Opmerking
Een afgeleide kan nul worden zonder van teken te wisselen : dan hebben we geen extremum.

f : R ( R : x ( x3

f '(x) = 3x2

f '(0) = 0,
maar f '(x) blijft voor alle andere x-waarden positief, dus geen extremum in x = 0.

Voorbeelden

Onderzoek stijgen, dalen en extrema van volgende voorbeelden.

Voorbeeld 1

f : R ( R : x ( (x + 1)3 (x ( 2)2
f '(x)
= 3 (x + 1)2 (x ( 2)2 + (x + 1)3 · 2 (x ( 2)


= (x + 1)2 (x ( 2) [3 (x ( 2) + 2 (x + 1)]


= (x + 1)2 (x ( 2) (5x ( 4)

nulpunten van f ' : ( 1, 
[image: image108.wmf]4

5

, 2,

tekenonderzoek van f '(x) met besluit voor f(x) :

	x
	
	( 1
	
	
[image: image109.wmf]4
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	2
	

	f '(x)
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	0
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	(
	0
	+
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f is dus
stijgend in 
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strikt stijgend in ] 2, +  [

en
strikt dalend in 
[image: image111.wmf]4
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Voorbeeld 2

f : R
[image: image112.wmf]0

+

 ( R : x ( x ln x

f '(x) = ln x + 
[image: image113.wmf]x

x

 = ln x + 1

f '(x) = 0 voor x = e( 1 = 0,37...,

tekenonderzoek van f '(x) met besluit voor f(x) :

	x
	0
	
	e( 1
	
	+ 

	f '(x)
	(
	(
	0
	+
	

	[image: image222.png]


f(x)
	(
	
	MIN
	
	


f is strikt dalend in ] 0, e( 1 [

f is strikt stijgend in ] e( 1, +  [

Voorbeeld 3

f : [0, 2] ( R : x ( sin2 x

f '(x) = 2 sin x · cos x

f is stijgend in de kwadranten waar sin x en cos x hetzelfde teken hebben en dalend in de andere.

	x
	0
	
	
[image: image114.wmf]p
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	
	
	
[image: image115.wmf]3
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	f '(x)
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	MAX
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A.C.O. 2

Onderzoek stijgen, dalen en extrema van :
f : R \ {1} ( R : x ( 
[image: image116.wmf]2
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3.5. Stelling van Rolle

Is een functie f in R
continu in [a, b],


afleidbaar in ] a, b [


en f(a) = f(b),

dan bestaat er ten minste één punt c ( ] a, b [

waarvoor f '(c) = 0

	Meetkundige toelichting : f '(c) is de ri.co. van de raaklijn aan de grafiek van f. Er is ten minste één inwendig
punt x = c met een horizontale raaklijn !
	[image: image117.png]




	
	

	Bemerk dat als één van de voorwaarden vervalt, is er misschien nog een horizontale raaklijn mogelijk, maar het is niet meer zeker.
	[image: image118.png]




	
	niet afleidbaar in ] a, b [


Voorbeeld 1

f : [( 1, + 2] ( R : x ( 2x2 ( 2x ( 2

Deze functie is continu in [( 1, 2] en afleidbaar in ] ( 1, 2[, bovendien is 

f(( 1) = f(2) = 2. De voorwaarden voor de stelling van Rolle zijn voldaan, zodat :

( c ( ] ( 1, 2[ waarvoor f '(c) = 0.

f '(x) = 4x ( 2, zodat f '(c) = 0 hieruit 4c ( 2 = 0 ( c = 
[image: image119.wmf]1

2

 ( ] ( 1, 2 [.

Voorbeeld 2

f : 
[image: image120.wmf]2
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 ( R : x ( 
[image: image121.wmf]x
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[image: image122.wmf]f
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 = f(2) = 4, maar deze functie is niet continu voor x = 1 (1 behoort niet tot het domein). De voorwaarden van Rolle zijn niet voldaan zodat de stelling niet toepasbaar is en we dus niet met zekerheid weten of er een punt c ( ] a, b [ bestaat waarvoor f '(c) = 0 !

Laat ons f '(x) even berekenen en gelijk aan nul stellen :

f '(x) = 
[image: image123.wmf]2
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Hieruit halen we dat de afgeleide nul wordt voor x = 0, maar 0 ( 
[image: image124.wmf]2
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3.6. Stelling van Lagrange

Is een functie f in R continu in [a, b]


afleidbaar in ] a, b [

dan bestaat er tenminste één punt c ( ] a, b [


waarvoor f '(c) = 
[image: image125.wmf]f
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	Meetkundige toelichting :

De ri.co. van de rechte pq is 
[image: image126.wmf]f

b
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b
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g

b

g
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.

Er is tenminste één inwendig punt x = c waar de raaklijn evenwijdig is aan pq.
	[image: image127.png]





Voorbeeld
Voor de functie f : R ( R : x ( x3 ( x, die overal afleidbaar is, geldt f(1) = 0 en f(2) = 6.

We bepalen nu c ( ] 1, 2 [ zodat

f '(c) = 
[image: image128.wmf]f
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2
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1

b

g

b

g

-

-

 = 6.

f '(x) = 3x2 ( 1 zodat f '(c)
= 3c2 ( 1 = 6


(
c2 = 
[image: image129.wmf]7

3



(
c = 
[image: image130.wmf]7

3




c = 1,52... ( ] 1, 2 [

Je merkt dat er hier één punt c is waarvoor de raaklijn in (c, f(c)) evenwijdig is met de koorde door 
[image: image131.wmf]r

p

(1, 0) en 
[image: image132.wmf]r

q

(2, 6).

3.7. Extremumvraagstukken

Extremumvraagstukken zijn vraagstukken waarin er sprake is van een minimum of een maximum. Ze worden opgelost als volgt :

1.
men kiest de veranderlijke x : meestal is het evident wat x gaat worden, soms zijn er meerdere mogelijkheden,

2.
stelt het functievoorschrift van f op ; de elementen die met x mee veranderen, dus afhankelijk zijn van x, dienen in x te worden uitgedrukt.

3.
het afleiden van f. Het nulpunt x0 van f ' bepalen en het tekenverloop van f '(x) geeft het extremum f(x0).

Voorbeeld 1

Uit een vierkant stuk karton met afmeting a worden aan de hoeken vierkante stukjes weggeknipt zodat na toevouwen een doos zonder deksel ontstaat.

Hoe groot zijn de zijden van die stukjes als de inhoud van de doos maximaal moet zijn ?



domein : 
[image: image133.wmf]0
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want beide afmetingen moeten positief zijn.

a.
De veranderlijke x : zijde van weggeknipt vierkantje.

b.
opstellen f : inhoud doos
= oppervlakte grondvlak ( hoogte



= (a ( 2x)2 · x


dus f : x ( (a ( 2x)2 · x

c.
afgeleide :


f '(x)
= (a ( 2x)2 + 2x(a ( 2x)(( 2)



= (a ( 2x) · (a ( 2x ( 4x)



= (a ( 2x) · (a ( 6x)


f ' heeft twee nulpunten : 
[image: image134.wmf]a
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 en 
[image: image135.wmf]a
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,


tekenonderzoek van f '(x) met besluit voor f(x) :

	x
	///
	0
	
	
[image: image136.wmf]a
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[image: image137.wmf]a
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	f '(x)
	
	a2
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f(x)
	
	0
	
	MAX
	
	0
	



f wordt maximaal voor 
[image: image138.wmf]a
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 en dit maximum is
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Voorbeeld 2

In een halve schijf met straal r wordt een gelijkbenig trapezium ingeschreven, bepaal de afmetingen als de omtrek maximaal moet zijn.

	a.
De veranderlijke x : het opstaande been.

b.
opstellen van f :
omtrek = grote basis + kleine basis + 2 benen
            = 2r + b + 2x.


Het is duidelijk dat b afhankelijk is van x en hierin dient uitgedrukt te worden.


De grootste waarde die x kan aannemen is die waarvoor b = 0; het trapezium ontaardt dan in een gelijkbenige driehoek
met zijde x = 
[image: image140.wmf]r

2

.


Je merkt dat b = 2r ( 2p = 2 (r ( p) waarbij p de projectie is van de rechthoekszijde x op de hypotenusa (2r).
	[image: image141.png]



[image: image142.png]



domein 
[image: image143.wmf]0
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Volgens de projectiestelling is x2 = 2r · p (het kwadraat van een rechthoekszijde is gelijk aan de hypotenusa vermenigvuldigd met de projectie van die rechthoekszijde op de hypotenusa.)


waaruit p = 
[image: image144.wmf]x
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zodat b = 2 (r ( p) = 2 
[image: image145.wmf]r
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Zo wordt :


f : x ( 2r + 2r ( 
[image: image146.wmf]x

r
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 + 2x


of
f : x ( – 
[image: image147.wmf]x
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 + 2x + 4r

c.
f '(x) = 
[image: image148.wmf]-
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f ' heeft één nulpunt : r


tekenonderzoek van f '(x) met besluit voor f(x) :

	x
	///
	0
	
	r
	
	
[image: image149.wmf]r
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	MAX
	
	
	



f wordt maximaal voor x = r en dit maximum is


f(r) = 
[image: image150.wmf]-

r

r

2

 + 2r + 4r = 5r


Merkwaardig is dat de maximale figuur de helft is van de regelmatig ingeschreven zeshoek.

Voorbeeld 3

Een leerling woont in b en loopt school in a. Hij komt uit a, de weg ac volgend en gaat naar huis. Waar dient hij de weg te verlaten (punt d) om zo snel mogelijk thuis te geraken als je weet dat de snelheid langs de weg v1 = 5 km/u en door het veld
v2 = 4 km/u is.

[image: image151.png]



a.
Noem x de afstand van d tot c, voetpunt loodlijn uit b.

b.
Opstellen van de tijdsfunctie :


Je weet uit de mechanica dat de afgelegde weg bij een eenparig rechtlijnige beweging gelijk is aan de snelheid vermenigvuldigd met de tijd : s = v · t.


Hieruit t = 
[image: image152.wmf]s
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De tijd nodig om van a naar d te gaan : t1 = 
[image: image153.wmf]ad
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De tijd nodig om van d naar c te gaan : t2 = 
[image: image154.wmf]dc
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De totale tijd t1 + t2 = 
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[image: image156.wmf]6

5

4

4

2

-

+

+

x

x


c.
f '(x)
= 
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Het nulpunt van f ' wordt opgeleverd door : (teller gelijk nul stellen !)
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tekenonderzoek van f '(x) met besluit voor f(x) :
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De minimale tijd bedraagt 1,5 u.

A.C.O. 3

Welke afmetingen heeft een cilindervormig blikje met 1 l inhoud, waaraan zo weinig mogelijk blik is verbruikt ?

Oplossingen A.C.O.

1.
f '(x) = 6x ( 6 = 6(x ( 1)


f ' heeft één nulpunt : 1 ,


tekenonderzoek van f '(x) met besluit voor f(x) :

	x
	
	 1
	

	 f '(x)
	(
	 0
	+

	f(x)
	
	   11
	



f is dalend in ] ( , 1 [ en stijgend in ] 1, +  [

2.
f '(x) = 
[image: image167.wmf]2
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f '(x) < 0 voor R \ {1},


tekenonderzoek van f '(x) met besluit voor f :

	x
	
   1

	f '(x)
	(        (        (

	f(x)
	(



f is strikt dalend in R \ {1}


f heeft geen extremum. 

[image: image168.png]



3.
a.
De veranderlijke x kiezen we als straal van de cilinder, de hoogte duiden we aan met h.


b.
Opstellen van f : de totale oppervlakte bestaat uit de mantel, grond- en bovenvlak :



2xh + x2 + x2.


Speuren we naar het verband tussen h en x, dan weten we dat de inhoud 1 dm3 is en 1 = x2h.


Hieruit vinden we h = 
[image: image169.wmf]1

2

p

x

, en dan wordt de totale oppervlakte :
2x ( 
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c.
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f ' heeft één nulpunt = 
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tekenonderzoek van f '(x) met besluit voor f(x) :

	x
	///
	0
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f is minimaal als de straal x = 
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Het blikje moet even hoog als breed zijn.

Te onthouden

Bij het bepalen van stijgen, dalen en extrema is het tekenonderzoek van f '(x) een noodzaak.

Bij extremumvraagstukken de drie stappen niet vergeten :

keuze x, opbouw f, berekenen en tekenonderzoek f '(x).

Verwijzing naar de taak

Je kan dit hoofdstuk afsluiten met het oplossen van de oefeningen 5 en 6 van de taak.

Hoofdstuk 4
Buigpunten

4.1. Holle zijde van een kromme

Beschouwen we een afleidbare functie

f : ] a, b [ ( R : x ( f(x)

De grafiek van f bezit de holle zijde naar boven op het interval dan en alleen dan als de kromme gelegen is boven de raaklijn.

De grafiek van f bezit de holle zijde naar beneden op het interval dan en alleen dan als de kromme gelegen is onder de raaklijn.

Aanschouwelijk :



Bij het doorlopen van het interval van a naar b bemerk je dat :

	de ri.co. van de raaklijn toeneemt
	de ri.co. van de raaklijn afneemt,

	de ri.co. is nu niets anders dan de
	 afgeleide in het punt van de grafiek,

	f '(x) neemt hier toe
	f '(x) neemt hier af

	heeft voor 
	 gevolg dat :

	de afgeleide van f '(x) of f "(x)
	de afgeleide van f '(x) of f " (x)

	strikt positief is
	strikt negatief is


Besluit

f"(x) > 0
(
holle kant naar boven

f"(x) < 0
(
holle kant naar beneden.

Voorbeeld 1

Bij de kwadratische functie : x ( ax2 + bx + c is

f '(x) = 2ax + b ,

f "(x) = 2a

steeds constant, zodat we bij een dalparabool (a > 0) de holle zijde naar boven en bij een bergparabool (a < 0) de holle zijde naar beneden hebben; dit was ons bekend.

Voorbeeld 2

f : R ( R : x ( ( x3 + 3x2
f '(x) = ( 3x2 + 6x

f "(x)
= ( 6x + 6


= ( 6(x ( 1)

f " heeft maar één nulpunt : 1,

tekenonderzoek f "(x) met besluit voor f '(x)

	x
	
	1
	

	f"(x)
	+
	0
	(

	f(x)
	(
	
	(

	
	holle zijde

naar boven.
	
	holle zijde

naar beneden.


4.2. Buigpunten

Als we een keurige grafiek van een functie wensen te tekenen moeten we de punten kennen waar de zin van de holle kant verandert. Deze punten zijn van die aard dat ze een extremum (max. of min.) aangeven voor de ri.co. (dus voor f '(x)), d.w.z. dat de afgeleide (hier f "(x)) nul moet worden met tekenverandering.

[image: image180.png]



We noemen nu deze belangrijke punten de buigpunten.

De raaklijn in een buigpunt loopt dwars door de kromme, we noemen ze de buigraaklijn.

Praktische regel voor het opsporen van de buigpunten

–
Bereken de tweede afgeleide f"(x),

–
bepaal de punten waar f"(x) van teken wisselt,

–
en f"(a) = 0.

Voorbeelden

Onderzoek holle zijde en buigpunten van volgende voorbeelden.

Voorbeeld 1

f : R ( R : x ( x4 ( 6x2
f '(x) = 4x3 ( 12x

f "(x)
= 12x2 ( 12


= 12(x2 ( 1)

f " heeft twee nulpunten : 1 en ( 1,

tekenonderzoek van f "(x) met besluiten voor f '(x) en f(x) :

	x
	
	( 1
	
	+ 1
	

	f"(x)
	+
	0
	(
	0
	+

	f '(x)
	
	MAX
	
	MIN
	

	f(x)
	(
	
	(
	
	(


de punten 
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(+ 1, ( 5) zijn buigpunten

omdat
f" er van teken wisselt.


f '(( 1) = + 8, f '(+ 1) = ( 8

Buigraaklijnen in :
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(
y + 5 = 8x + 8
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y = 8x + 3
(
y = ( 8x + 3

Voorbeeld 2

f : R ( R : x ( 
[image: image185.wmf]x

3


f(x) = 
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1

3


f '(x) = 
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f"(x) = 
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f" heeft geen nulpunten maar f"(x) wordt wel oneindig voor x naderend tot nul !

Tekenonderzoek van f" (x) met besluiten voor f '(x) en f(x) :

	x
	0

	f"(x)
	+
	(

	f '(x)
	
	

	f(x)
	(
	(


f"(x) verandert van teken in de omgeving van 0,

f '(x) wordt oneindig groot bij het naderen tot 0 :

er is hier een buigpunt met verticale raaklijn, ze valt samen met de Y-as.

A.C.O.

Onderzoek holle zijde, buigpunten en buigraaklijn :
a)
f : R ( R : x ( x4 ( 4x3
b)
f : R ( R : x ( 
[image: image189.wmf]1

1

2

x

+


Oplossingen A.C.O.

a)
f : R ( R : x ( x4 ( 4x3

f '(x) = 4x3 ( 12x2

f"(x)
= 12x2 ( 24x



= 12x(x ( 2)


f" wordt nul voor : 0 en 2,


tekenonderzoek van f" (x) met besluiten voor f '(x) en f(x) :

	x
	
	0
	
	2
	

	f"(x)
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	0
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	f '(x)
	
	MAX
	
	MIN
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de punten 
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(2, ( 16) zijn buigpunten omdat f"(x) er van teken wisselt.


f '(0) = 0
en
f '(2) = ( 16


Buigraaklijnen in :
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f '(x) = 
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f"(x)
= 
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f" wordt nul voor 
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tekenonderzoek van f"(x) met besluiten voor f '(x) en f(x)
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de punten 
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Buigraaklijnen in :
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Te onthouden

Bij het opsporen van de buigpunten

–
berekenen we f"(x) ,

–
tekenonderzoek van f" (x),

–
zoek naar punten a waar f"(a) = 0 en het teken in de omgeving ervan wisselt.

Verwijzing naar de taak

Je kan dit lespakket afsluiten met oefening 7 van de taak.
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