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Hoofdstuk 1
Grafiek van de sinusfunctie, cosinusfunctie

1.1. Inleiding

In Lespakket 1 van deze cursus hebben we belangrijke formules gevonden waaraan de goniometrische getallen sin (, cos (, tg (, ... voldoen.

In Lespakket 9 hebben we limieten van goniometrische functies leren berekenen.

In Lespakket 11 berekenen we de afgeleide van een goniometrische functie.

Van de meeste functies uit vorige lespakketten kennen we de grafiek nog niet. In dit lespakket bestuderen we de grafieken van goniometrische functies en van cyclometrische functies.

1.2. Grafiek van de sinusfunctie

We definiëren

sin : R ( R : x 
[image: image1.wmf]a

 sin x

met sin x 
[image: image2.wmf]=

def

.

 sin(x rad).

Deze definitie brachten we al aan in 1.6. van Lespakket G2 van de cursus Moderne Wiskunde Basis - H.S.O.

Om de grafiek van deze functie te construeren berekenen we de coördinaat van verschillende punten; vergelijken we met de eerste grafieken van de parabool in Lespakket A8 van de cursus Mod. Wiskunde Basis - H.S.O.

We stellen de volgende tabel op :
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	sin x
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Zo bekomen we de punten met coördinaat (0, 0), 
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Tekenen we deze punten en verbinden we ze door een vloeiende lijn (De sinusfunctie is een continue functie.).

[image: image41.png](.71,1)
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Wat stellen we vast in de tabel en ook in de grafiek van de sinusfunctie ?

In [2, 4[ krijgen we dezelfde sinuswaarden en ook in dezelfde volgorde als in
[0, 2[. Dit geldt ook in [4, 6[, [( 2, 0[, ... .

Het volstaat dus de sinusfunctie te tekenen in [0, 2[; zo hebben we ook een beeld van de grafiek van deze functie voor waarden van x groter dan 2 of kleiner dan 0.

We zeggen dat de sinusfunctie een periode 2 heeft, d.w.z.

( x ( R : sin (x + 2) = sin x

en 2 is kleinste strikt positieve getal a waarvoor geldt

( x ( R : sin (x + a) = sin x

Zo is 
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De sinusfunctie wordt daarom een periodieke functie genoemd. Omdat 2 de periode is kunnen we ons bij de studie van x ( sin x beperken tot [0, 2[ (of tot
[0, 2]).

We merken ook op dat
Dom sin = R
en
Bld sin = [( 1; 1]

1.3.
Grafiek van de functie f : R ( R : x ( a sin b (x + c)
(a ( 0, b ( 0)

1.3.1. Grafiek van de functie f : R ( R : x ( sin bx
(b ( 0)

Voorbeeld
f : R ( R : x ( sin 2x

We stellen de volgende tabel op :

	x
	0
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Zo bekomen we de grafiek : 
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Vergelijken we met de grafiek van de sinusfunctie sin
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In de grafiek van f met f(x) = sin 2x vinden we dat de periode van deze functie  = 
[image: image55.wmf]2

2

p

 is : kennen we de grafiek van deze functie in [0 ; [, dan hebben we een beeld van de grafiek van f in Dom f = R.

Algemeen
De periode van f : R ( R : x ( sin bx is gelijk aan 
[image: image56.wmf]2
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.

Ook is Dom f = R en Bld f = [( 1; 1]

A.C.O. 1

Teken de grafiek van
f : R ( R : x ( 
[image: image57.wmf]sin
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Bereken eerst de periode van f.

1.3.2. Grafiek van de functie f : R ( R : x ( a sin x
(a ( 0)

Voorbeeld
f : R ( R : x ( 2 sin x

We stellen de volgende tabel op :

	x
	0
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	sin x
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We vinden :
Dom f = R

Bld f = [( 2; 2]

Vergelijken we de grafiek van f met de grafiek van de sinusfunctie sin :
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Beide functies hebben als periode 2. Bld f verschilt van Bld sin.

Algemeen

Is f : R ( R : x ( a sin x

dan is
Dom f = R en Bld f = [( (a(; (a(]

We noemen (a( de amplitude van f.

A.C.O. 2

Teken de grafiek van
f : R ( R : x ( ( 2 sin x
Bepaal de amplitude van f.

1.3.3. Grafiek van de functie f : R ( R : a sin bx
(a ( 0, b ( 0)

Voorbeeld
f : R ( R : x ( 3 sin 2x

We stellen de volgende tabel op :

	x
	0
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We vinden :
Dom f = R

Bld f = [( 3; 3]


Periode van f : 

Amplitude van f : 3
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Algemeen
De periode van f : R ( R : x ( a sin bx is gelijk aan 
[image: image73.wmf]2
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(zoals in 1.3.1.)

De amplitude van deze functie is (a(
(zoals in 1.3.2)

1.3.4. Grafiek van de functie f : R ( R : x ( sin(x + c)

Voorbeeld
f : R ( R : x ( sin 
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Tabel

	x
	0
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	2
	0
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We tekenen de grafiek :

[image: image96.png]



Vergelijken we met de grafiek van sin :

[image: image97.png]



We stellen vast :
Dom f = Dom sin = 2

Bld f = Bld sin = [( 1; 1]


De periode van f is 2 (dit is ook de periode van sin).

Ook kunnen we de grafiek van f bekomen door de grafiek van sin te verschuiven, evenwijdig met X, over 
[image: image98.wmf]-
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 : we noemen 
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 de fase van de functie.

[image: image100.png]



A.C.O. 3

Teken de grafiek van f : R ( R : x ( sin 
[image: image101.wmf]x
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Geef de periode van f.

1.3.5.
Grafiek van de functie f : R ( R : x ( a sin b(x + c)
(a ( 0, b ( 0)

Voorbeeld
f : R ( R : x ( 
[image: image102.wmf]3
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We kunnen zoals in de vorige voorbeelden een tabel opstellen en hieruit de grafiek van f bepalen.

Dit geeft :

[image: image103.png]



Ook vinden we in 1.3.4. dat x ( a sin bx en f : x ( a sin b(x + c) dezelfde periode hebben. In 1.3.3. stellen we vast dat x ( a sin bx als periode 
[image: image104.wmf]2
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 heeft. M.a.w. de gegeven functie f heeft ook als periode 
[image: image105.wmf]2
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.

In het voorbeeld heeft f dus periode 
[image: image106.wmf]2
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, wat we ook in de grafiek kunnen vaststellen.

Uit de vorige nummers 1.3.1. tot en met 1.3.4. volgt ook dat

Dom f = R
Bld f = [( (a(; (a(]

Periode van f : 
[image: image107.wmf]2
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Amplitude : (a(
Fase : ( c

A.C.O. 4

Gegeven
f1 : R ( R : x ( 4 sin 3x
f2 : R ( R : x ( 
[image: image108.wmf]3

2

8

sin

x

-

F

H

G

I

K

J

p



Geef
a)
Dom f1
d)
Amplitude van f1
b)
Bld f2
e)
Fase van f2
c)
Periode van f2

1.4. Grafiek van de cosinusfunctie

We definiëren

cos : R ( R : x ( cos x

met cos x 
[image: image109.wmf]=

def

.

 cos (x rad).

Deze definitie vinden we ook weer terug in 1.6. van Lespakket G2 van de cursus Mod. Wiskunde Basis - H.S.O.

Belangrijk is
sin 
[image: image110.wmf]x
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 = cos x

Deze formule vinden we ook in Lespakket G2 van de cursus Wiskunde Basis - H.S.O.

Uit 1.3.4. van dit hoofdstuk volgt dan dat de functie cos ook periode 2 heeft. Zoals in 1.3. kunnen we deze grafiek vinden. Hebben we ze ook teruggevonden in A.C.O. 3 ?

[image: image111.png]



1.5.
Grafiek van f : R ( R : x ( a cos b (x + c)
(a ( 0, b ( 0)

Omdat cos x = sin 
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 kunnen we uit 1.3.5. afleiden dat

Dom f = R
Bld f = [( (a(; (a(]

Periode van f : 
[image: image113.wmf]2
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Amplitude van f : (a(
Fase van f : ( c

De grafiek van f bekomen we door de grafiek van

x ( a sin b(x + c)

te verschuiven, evenwijdig met X, over 
[image: image114.wmf]-
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. (zie 1.3.4.)

Want
a cos b(x + c) = a sin b 
[image: image115.wmf]x
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Ook vinden we de grafiek van f door eerst een tabel op te stellen zoals we dit deden in 1.3.

Voorbeeld
Grafiek van f : R ( R : x ( cos 2x

Dan is

f : R ( R : x ( sin 
[image: image116.wmf]2
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De grafiek van x ( sin 2x (zie 1.3.1.) verschuiven we evenwijdig met X over 
[image: image117.wmf]-
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. Dit geeft :
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	x
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Met behulp van deze tabel vinden we de gevraagde grafiek ook.

A.C.O. 5

Teken de grafiek van f : R ( R : x ( cos 
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Oplossingen A.C.O.

1.
Periode van f : 
[image: image130.wmf]2
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 = 4

( We construeren de grafiek van f in [0; 4]

	x
	0
	
	2
	3
	4
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2.
f : R ( R : x ( ( 2 sin x

	x
	0
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De amplitude van f is (( 2( = 2.

3.
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De periode van f is 2
4.
a)
Dom f1 = R

b)
Bld f2 = [( 3; 3]


c)
Periode van f2 : 
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d)
Amplitude van f1 : 4


e)
Fase van f2 : 
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f : R ( R : x ( cos 
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Te onthouden

Grafiek van y = sin x :
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Dom sin = R
Bld sin = [( 1; 1]

Periode : 2
Amplitude : 1

f : R ( R : x ( a sin b (x + c)
(a ( 0, b ( 0)

Dom f = R
Bld f = [( (a(; (a(]

Periode : 
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Amplitude : (a(
Fase : ( c

Grafiek van y = cos x :
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Dom cos = R
Bld cos = [( 1; 1]

Periode : 2
Amplitude : 1

f : R ( R : x ( a cos b (x + c)

Dom f = R

Bld f = [( (a(; (a(]

Periode : 
[image: image175.wmf]2
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Verwijzing naar de taak

Hebben we de A.C.O. goed opgelost dan zijn we klaar om opgaven 1 en 2 van de taak even goed op te lossen.

Hoofdstuk 2
Grafiek van de tangensfunctie, cotangensfunctie

2.1. De tangensfunctie

Definitie
In 2.6. van Lespakket G2 van de cursus Mod. Wiskunde Basis - H.S.O. definiëren we de tangens en cotangens van een reëel getal.

De functie

tg : R ( R : x ( tg x = 
[image: image176.wmf]sin

cos

x

x


met tg x
[image: image177.wmf]=

def

.

tg (x rad) noemen we de tangensfunctie.

Deze functie is niet gedefinieerd voor de waarden van x waarvoor de noemer cos x gelijk aan nul is.

Nu is
cos x = 0 ( x = 
[image: image178.wmf]p
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(Zie Lespakket 2 van deze cursus)

M.a.w.

Dom tg = R \ 
[image: image179.wmf]p

p

2

+

Î

R

S

T

U

V

W

k

k

Z


Ook vonden we in Lespakket G2 van de cursus Mod. Wiskunde Basis - H.S.O. dat de functiewaarden willekeurig groot of klein kunnen worden.

Met behulp van limieten kunnen we schrijven :
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Ook is tg een continue functie in a ( Dom tg.

Hieruit leiden we af :

Bld tg = R.

Dit vinden we ook bij het construeren van de grafiek van tg in 2.2.

Voor de functies sin en cos is 2 de periode, d.w.z.

( x ( R : sin (x + 2) = sin x

( x ( R : cos (x + 2) = cos x

en 2 is het kleinste strikt positieve getal a zodat

( x ( R : sin (x + a) = sin x , cos (x + a) = cos x.

Ook voor de tangensfunctie geldt

( x ( R : tg (x + 2) = tg x
(x ( Dom tg)

In 2.4. van Lespakket G2 van de cursus Mod. Wiskunde Basis - H.S.O. vinden we ook :

( x ( R : tg (x + ) = tg x
(x ( Dom tg)

Men kan aantonen dat  de periode is van de tangensfunctie. Dit vinden we ook terug bij de constructie van de grafiek van deze functie in 2.2.

2.2. Grafiek van de tangensfunctie

tg : x ( tg x

Tabel :

	x
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Een benadering van 
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, tg x ook toeneemt. De functie tg is een stijgende functie in 
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Zo vinden we ook dat tg een stijgende functie is in 
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Zo bekomen we de grafiek van de tangensfunctie :
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We stellen ook vast dat
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In hoofdstuk 4 van Lespakket 9 vinden we dat dan x = 
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 de vergelijking van een verticale asymptoot is van deze functie. De tangensfunctie heeft oneindig veel verticale asymptoten : elke rechte met vergelijking

x = 
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is een verticale asymptoot.

In de grafiek van tg vinden we ook dat

( x ( Dom tg : tg (x + ) = tg x

De periode van deze functie tg is gelijk aan .

Dikwijls construeert men de grafiek van tg alleen in 
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De kromme die we zo bekomen vinden we ook terug in 
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2.3. De cotangensfunctie

Definitie
Analoog met de tangensfunctie definiëren we

cotg : R ( R : x ( cotg x = 
[image: image228.wmf]cos

sin

x

x


met cotg x
[image: image229.wmf]=

def

.

cotg (x rad).

Deze functie is niet gedefinieerd voor de waarden van x waarvoor sin x gelijk aan nul is.

Nu is sin x = 0 ( x = k
(k ( Z)

(Zie Lespakket 2 van deze cursus).

M.a.w.

Dom cotg = R \ {k ( k ( Z}

Uit de meetkundige toelichting omtrent cotg ( in 2.4. van Lespakket  G2 van de cursus Mod. Wiskunde Basis - H.S.O. leiden we af dat de functiewaarden willekeurig groot of klein kunnen worden.

Met behulp van limieten kunnen we schrijven :
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Ook is cotg een continue functie in a ( Dom cotg.

Hieruit leiden we af dat Bld cotg = R.

Zoals de tangensfunctie heeft de cotangensfunctie ook periode .

2.4. Grafiek van de cotangensfunctie

cotg : R ( R : x ( cotg x

Tabel :

	x
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Dit geeft de grafiek van de cotangensfunctie :
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Zoals de tangensfunctie heeft deze functie ook oneindig veel verticale asymptoten :

elke rechte met vergelijking

x = k
(k ( Z)

is een verticale asymptoot.

De periode van de cotangensfunctie is . In de grafiek van cotg vinden we ook dat ( x ( Dom cotg : cotg (x + ) = cotg x.

Dikwijls construeert men de grafiek van cotg alleen in ]0, [.

Deze grafiek vinden we ook terug in ]0 + k,  + k[ met k ( Z.

Te onthouden

tg : R ( R : x ( tg x


met tg x = tg(x rad) .

Dom tg = R \ 
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Bld tg = R
Periode : 
cotg : R ( R : x ( cotg x


met cotg x = cotg (x rad).

Dom cotg = R \ {k ( k ( Z}

Bld cotg = R
Periode : 
Grafiek van tg in 
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Grafiek van cotg in ]0, [ :

[image: image508.wmf][image: image509.png]
Hoofdstuk 3
Omgekeerde relatie van een functie

3.1. Inleiding

In Lespakket 7 van deze cursus hebben we de begrippen functie, relatie even opgefrist.

Een relatie van A in B is een verzameling koppels (a, b) met a in A en b in B, m.a.w. het is een deelverzameling van A x B met

A ( B = {(x, y) ( x ( A, y ( B}

Is A = {2, 4, 7} en B = {2, 3, 6} dan is de relatie R "is deler van" gelijk aan de verzameling koppels

R = {(2, 2), (2, 6)}

[image: image265.png]



Een functie f van A in B is een relatie waarbij voor elk element a ( A hoogstens één element b ( B bestaat zodat (a, b) ( f.

Zo is de lineaire functie f : R ( R : x ( 2x ( 3 ook te schrijven als


f = {(x, 2x ( 3) ( x ( R}

Of ook
f = {(x, y) ( R2 ( y = 2x ( 3}

In dit hoofdstuk onderzoeken we voor een gegeven functie f de omgekeerde relatie. Meer in het bijzonder gaan we na of die omgekeerde relatie ook een functie is, of hoe we er een functie mee kunnen definiëren.

3.2. Omgekeerde relaties

3.2.1.

In 3.1. is de relatie R "is deler van" gelijk aan

{(2, 2), (2, 6)}

De omgekeerde relatie "is veelvoud van" is dan gelijk aan

{(2, 2), (6, 2)}

We noteren deze relatie R( 1.

Merken we op dat we de elementen van R( 1 bekomen door in elk koppel van R de volgorde van de elementen om te wisselen.

[image: image266.png]



Ook stellen we vast dat

Dom R = Bld R( 1
Bld R = Dom R( 1

3.2.2. Voorbeelden met A = B = R
Voorbeeld 1

f = {(x, y) ( R2 ( y = 2x ( 3}

Enkele elementen van f zijn :

(0, ( 3) , (1, ( 1) , (2, 1) , (3, 3) , (( 1, ( 5)

Enkele elementen van f( 1 zijn dan

(( 3, 0) , (( 1, 1) , (1, 2) , (3, 3) , (( 5, ( 1)

Voorbeeld 2

f = {(x, y) ( R2 ( y = x2}

Enkele elementen van f zijn :

(0, 0) , (1, 1) , (2, 4) , (( 1, 1) , (( 2, 4)

Enkele elementen van f( 1 zijn dus

(0, 0) , (1, 1) , (4, 2) , (1, ( 1) , (4, ( 2)

3.2.3. Grafiek van een omgekeerde relatie

3.2.3.1.

De grafiek van f uit voorbeeld 1 van 3.2.2. is een rechte door de gevonden punten.

Tekenen we de elementen van f( 1 dan stellen we vast dat ook deze punten op een rechte liggen.

[image: image267.png]



Tekenen we de grafiek van de eerste bissectrice van het assenkruis. We stellen vast dat de grafieken van f en van f( 1 elkaars beeld zijn door de spiegeling t.o.v. de eerste bissectrice van het assenstelsel.

3.2.3.2.

De grafiek van f uit voorbeeld 2 van 3.2.2. is een parabool (Zie Lespakket A8 van de cursus Mod. Wiskunde Basis - H.S.O.).
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Ook hier is de grafiek van f( 1 het beeld van de grafiek van f door de spiegeling t.o.v. de eerste bissectrice.

A.C.O. 1

Gegeven 

f = 
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Enkele elementen van f zijn dan
(0, … ), (2, 3), ( … , 1), (( 4, … )


Vul in !


Enkele elementen van f( 1 zijn dan
( … , 0), (3, 2), (1, … ), ( … , ( 4)


Teken de grafiek van f en van f( 1.

3.3. Omgekeerde relatie van een functie

3.3.1.

De relaties f in de voorbeelden gegeven in 3.2.2. zijn functies : in het eerste voorbeeld herkennen we de lineaire functie ? In het tweede voorbeeld hebben we een kwadratische functie met als grafiek een parabool.

Wat stellen we nu vast ? De omgekeerde relatie f( 1 van f uit voorbeeld 1 van 3.2.2. heeft als grafiek een rechte niet evenwijdig met de Y-as. Deze omgekeerde relatie f( 1 is dus ook een functie.

In voorbeeld 2 van 3.2.2. vonden we dat (( 2, 4) en (2, 4) elementen van f zijn. 

Hieruit volgt dat (4, (2) én (4, 2) elementen van f( 1 zijn. M.a.w. f( 1 is in dit geval geen functie : 4 heeft namelijk twee beelden door f( 1, of, f( 1 is een relatie en geen functie.

3.3.2. Voorschrift van de omgekeerde relatie

Nemen we de functie f uit voorbeeld 1 van 3.2.2. :

f = {(x, y) ( R2 ( y = 2x ( 3}

De omgekeerde relatie f( 1 is dan

f( 1 = {(y, x) ( R2 ( y = 2x ( 3}

(Als (x, y) = (0, ( 3) ( f, dan (y, x) = (( 3, 0) ( f( 1 !)

We zijn wel gewoon een relatie, functie met koppels (x, y) te schrijven.

Daarom gaan we f( 1 anders opschrijven. Waar y staat schrijven we x en waar x staat schrijven we y. Dit geeft

f( 1 = {(x, y) ( R2 ( x = 2y ( 3}

Nu is


x
= 2y ( 3

(
x + 3
= 2y

(
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Of f( 1 = 
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De omgekeerde relatie f( 1 heeft dus als voorschrift : y = 
[image: image272.wmf]1
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Dit is de vergelijking van een rechte niet evenwijdig aan de Y-as.

Hieruit volgt dat f( 1 ook een functie is.

Praktisch
Gegeven

f = {(x, y) ( R2 ( y = f(x)}

Het voorschrift van de omgekeerde relatie f( 1 vinden we als volgt :

a.
Schrijf het voorschrift van f op :


y = f(x)

b.
Verwissel de rol van x en y


x = f(y)

c.
Dikwijls lossen we hieruit y op


f( 1(x) = y ( x = f(y)

En

f( 1
= {(x, y) ( R2 ( x = f(y)}


= {(x, y) ( R2 ( y = f( 1(x)}

Voorbeeld 1

Voor de functie f uit voorbeeld 1 van 3.2.2. geeft dit

y = 2x ( 3

Rol van x en y verwisselen :
x = 2y ( 3

Hieruit y oplossen :
y = 
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Of f( 1 = 
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Voorbeeld 2

Voor de functie f uit voorbeeld 2 van 3.2.2. vinden we zo


y = x2

x = y2
(rol van x en y verwisselen)

(
y = 
[image: image275.wmf]+

x

 of y = 
[image: image276.wmf]-

x


(y oplossen)

Hier zien we goed dat f( 1 geen functie is : 4 ( Dom f( 1 = Bld f 

en f( 1(4) = 
[image: image277.wmf]4

 = 2 en f( 1(4) = – 
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A.C.O. 2

Van een functie f = {(x, y) ( R2 ( y = 
[image: image279.wmf]x

} wordt het voorschrift van de omgekeerde relatie f( 1 gevraagd. Is f( 1 een functie ?
(Hint : a = 
[image: image280.wmf]b

 ( a2 = b en a ( R+)

3.4. Beperking van een functie. Omgekeerde relatie.

Voor de functie f uit voorbeeld 2 van 3.2.2. vinden we in 3.3.2.

f( 1
= {(x, y) ( R2 ( y = 
[image: image281.wmf]x

 of y = – 
[image: image282.wmf]x

}


= {(x, y) ( R2 ( y = 
[image: image283.wmf]x

} ( {(x, y) ( R2 ( y = – 
[image: image284.wmf]x

}

We vonden dat f( 1 een relatie is, maar geen functie is.

Met de bijkomende voorwaarde x ( R+ is

{(x, y) ( R2 ( y = x2 en x ( R+}

niet gelijk aan de oorspronkelijke functie f = {(x, y) ( R2 ( y = x2}.

We noemen de nieuwe functie de beperking van f tot R+.

De grafiek van deze beperking van f en van de omgekeerde relatie van deze beperking vinden we zoals in voorbeeld 2 van 3.2.2. :

[image: image285.png]



De omgekeerde relatie van deze beperking van f is nu ook een functie. In A.C.O. 2 vinden we het functievoorschrift van deze beperking : y = 
[image: image286.wmf]x

.

Vertrekkend van de grafiek van de kwadratische functie y = x2 met x ( R+ vinden we dus de grafiek van de irrationale functie y = 
[image: image287.wmf]x

.

Deze techniek passen we nog regelmatig toe in volgend hoofdstuk.

Oplossingen A.C.O.

1.
(0, 2), (2, 3), (( 2, 1), (( 4, 0) ( f


(2, 0), (3, 2), (1, ( 2), (0, ( 4) ( f( 1
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2.
f = {(x, y) ( R2 ( y = 
[image: image289.wmf]x

}


y = 
[image: image290.wmf]x



x = 
[image: image291.wmf]y


(rol van x en y verwisselen)


(
x2 = y en x ( R+
(want 
[image: image292.wmf]x

2

 = x als x ( R+)


Dus


f( 1 = {(x, y) ( R2 ( y = x2 en x ( R+}


f( 1 is een functie : voor elke x ( Dom f( 1 = R+ bestaat er slechts één y ( R zó dat (x, y) ( f( 1, namelijk, y = x2.

Te onthouden

Is f = {(x, y) ( R2 ( y = f(x)}, dan vinden we het voorschrift van de omgekeerde relatie f( 1 als volgt :

a.
Schrijf het voorschrift van f op :
y = f(x)

b.
Verwissel de rol van x en y
x = f(y)

c.
Indien mogelijk lossen we hieruit y op
f( 1(x) = y ( x = f(y)

Dus

f( 1
= {(x, y) ( R2 ( x = f(y)}


= {(x, y) ( R2 ( y = f( 1(x)}

De grafieken van f en van f( 1 zijn elkaars beeld door de spiegeling t.o.v. de eerste bissectrice van het assenstelsel.

Dom f = Bld f( 1
Bld f = Dom f( 1
Door f te beperken tot een deelverzameling van R kan de omgekeerde relatie van deze beperking van f ook een functie zijn.

Verwijzing naar de taak

Hebben we de voorbeelden en de A.C.O. uit dit hoofdstuk goed verwerkt, dan zijn we klaar om opgaven 3 en 4 van de taak op te lossen.

Hoofdstuk 4
Cyclometrische functies

4.1. Inleiding

In dit hoofdstuk bestuderen we de omgekeerde relaties van de goniometrische functies. Ook beperken we indien nodig deze functies zodat de omgekeerde relaties van deze beperkingen ook functies zijn. Hier sluiten we nauw aan bij 3.4. van vorig hoofdstuk.

4.2. Omgekeerde relatie van de sinusfunctie

We beschouwen de functie sin uit hoofdstuk 1 van dit lespakket :

sin = {(x, y) ( R2 ( y = sin x}

met Dom sin = R en Bld sin = [( 1; 1].

Het voorschrift van de omgekeerde relatie hebben we in vorig hoofdstuk leren bepalen :

In y = sin x

de rol van x en y verwisselen geeft : x = sin y.

De omgekeerde relatie heeft als domein Bld sin = [( 1; 1] en als beeldverzameling Dom sin = R.

In tegenstelling met de voorbeelden in vorig hoofdstuk kunnen we hier y niet onmiddellijk oplossen in functie van x. Wel is y het maatgetal van een boog (hoek) gemeten in radialen waarvan de sinus gelijk is aan x.

Voor x = 
[image: image293.wmf]1
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vinden we
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M.a.w. de omgekeerde relatie van de sinusfunctie is geen functie.

4.3. De boogsinusfunctie

4.3.1.

Zoals in 3.4. van vorig hoofdstuk beperken we nu de sinusfunctie tot het interval 
[image: image295.wmf]-
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f = 
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Het voorschrift van de omgekeerde relatie bekomen we door de rol van x en y te verwisselen in het voorschrift van f, dus, 

f( 1 = 
[image: image297.wmf]x

y
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Voor x = 
[image: image298.wmf]1
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 is y = 
[image: image299.wmf]p
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 de enige waarde in 
[image: image300.wmf]-
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 zodat x = 
[image: image301.wmf]1
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 = sin 
[image: image302.wmf]p

6

 = sin y

f( 1 is nu een functie met

Dom f( 1 = Bld f = [( 1; 1] en

Bld f( 1 = Dom f = 
[image: image303.wmf]-
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Deze functie wordt de boogsinusfunctie genoemd en bg sin genoteerd.

Voor een koppel (x, y) ( bg sin geldt dus

x = sin y en y ( 
[image: image304.wmf]-
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We noteren dit y = bg sin x.

Dus

y = bg sin x ( x = sin y en y ( 
[image: image305.wmf]-
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Hoe berekenen we bg sin 
[image: image306.wmf]-
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We stellen

y = bg sin 
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sin y = 
[image: image309.wmf]-
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y = 
[image: image311.wmf]-
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Dus

bg sin 
[image: image312.wmf]-
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A.C.O. 1

Bereken
a)
bg sin (( 1)


b)
bg sin 0
c)
bg sin
[image: image314.wmf]2
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4.3.2. Grafiek van de boogsinusfunctie

We construeren eerst de grafiek van de beperking f van de sinusfunctie tot het interval 
[image: image315.wmf]-
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In vorig hoofdstuk vonden we dat de grafiek van f( 1 = bg sin bekomen wordt door spiegeling t.o.v. de eerste bissectrice van het assenstelsel.

[image: image316.png]N
M
\\ ¥ .. i
N
N
» /.o' -
e~ N = -
TN
_ LN
“ ]
” 1 A n—lb
' ! Q l |
¢ %
3
. % '
R\ _ i .
N NG
...AP!O\!'.OAV./I-I
| \ /
N
e =) N




4.4. De boogcosinusfunctie

4.4.1.

Voor x ( 
[image: image317.wmf]-
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 is cos x ( 0. Om ook de negatieve cosinuswaarden te bekomen beperken we de cosinusfunctie tot het interval [0; ], dus,

f = {(x, y) ( R2 ( y = cos x en x ( [0, ]}

Het voorschrift van f( 1 is dan

f( 1 = {(x, y) ( R2 ( x = cos y en y ( [0, ]}

f( 1 is een functie met

Dom f( 1 = Bld f = [( 1; 1]

Bld f( 1 = Dom f = [0; ]

Deze functie wordt de boogcosinusfunctie genoemd en bg cos genoteerd.

Voor een koppel
(x, y) ( bg cos geldt dus


x = cos y en y ( [0; ]

We noteren dit
y = bg cos x

Dus

 y = bg cos x ( x = cos y en y ( [0; ] 

Hoe berekenen we bg cos 
[image: image318.wmf]3
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We stellen


y
= bg cos 
[image: image319.wmf]3
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[image: image320.wmf]Û
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cos y
= 
[image: image321.wmf]3

2

 en y ( [0; ]

(
y
= 
[image: image322.wmf]p
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Dus

bg cos 
[image: image323.wmf]3
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 = 
[image: image324.wmf]p
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A.C.O. 2

Bereken
a)
bg cos 
[image: image325.wmf]-
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b)
bg cos 0


c)
bg cos 1

4.4.2. Grafiek van de boogcosinusfunctie

We construeren eerst de grafiek van de beperking f van de cosinusfunctie tot het interval [0; ].

De grafiek van f( 1 = bg cos bekomen we door spiegeling t.o.v. de eerste bissectrice van het assenstelsel. (Zie vorig hoofdstuk.)

[image: image326.png]



4.5. De boogtangensfunctie

4.5.1.

Beperken we de tangensfunctie tot het interval 
[image: image327.wmf]-
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dan is het voorschrift van de omgekeerde relatie

f( 1 = 
[image: image329.wmf]x
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f( 1 is een functie met

Dom f( 1 = Bld f = R
Bld f( 1 = Dom f = 
[image: image330.wmf]-
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Deze functie wordt de boogtangensfunctie genoemd en bg tg genoteerd.

Voor een koppel (x, y) ( bg tg geldt dus

x = tg y en y ( 
[image: image331.wmf]-
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We noteren dit y = bg tg x

Dus

y = bg tg x ( x = tg y en y ( 
[image: image332.wmf]-
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Hoe berekenen we bg tg 
[image: image333.wmf]3

 ?

We stellen


y
= bg tg 
[image: image334.wmf]3



[image: image335.wmf]Û
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tg y
= 
[image: image336.wmf]3

 en y ( 
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(
y
= 
[image: image338.wmf]p
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Dus

bg tg 
[image: image339.wmf]3

 = 
[image: image340.wmf]p
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A.C.O. 3

Bereken
a)
bg tg (( 1)
b)
bg tg 
[image: image341.wmf]3
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c)
bg tg 0

4.5.2. Grafiek van de boogtangensfunctie

We construeren eerst de grafiek van de beperking f van de tangensfunctie tot het interval 
[image: image342.wmf]-
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De grafiek van f( 1 = bg tg bekomen we door spiegeling t.o.v. de eerste bissectrice van het assenstelsel. (Zie vorig hoofdstuk)

De beperking f van de tangensfunctie tot het interval 
[image: image343.wmf]-
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 heeft als verticale asymptoten de rechten met vergelijking

x = 
[image: image344.wmf]-

p
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, respectievelijk x = 
[image: image345.wmf]p
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.

De omgekeerde relatie f( 1 heeft dan als horizontale asymptoten de rechten met vergelijking

y = 
[image: image346.wmf]-
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, respectievelijk y = 
[image: image347.wmf]p
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.
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4.6. De boogcotangensfunctie

4.6.1.

Beperken we de cotangensfunctie tot het interval ]0; [ , dus,

f = {(x, y) ( R2 ( y = cotg x en x ( ]0; [}

dan is het voorschrift van de omgekeerde relatie

f( 1 = {(x, y) ( R2 ( x = cotg y en y ( ]0; [}

f( 1 is een functie met

Dom f( 1 = Bld f = R
Bld f( 1 = Dom f = ]0; [

Deze functie wordt de boogcotangensfunctie genoemd en bg cotg genoteerd.

Voor een koppel (x, y) ( bg cotg geldt dus

x = cotg y en y ( ]0; [

We noteren dit y = bg cotg x

Dus

y = bg cotg x ( x = cotg y en y ( ]0; [

Hoe berekenen we bg cotg 
[image: image349.wmf]3

 ?

We stellen


y
= bg cotg 
[image: image350.wmf]3



[image: image351.wmf]Û
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cotg y
= 
[image: image352.wmf]3

 en y ( ]0; [

(
y
= 
[image: image353.wmf]p
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Dus

bg cotg 
[image: image354.wmf]3

 = 
[image: image355.wmf]p
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A.C.O. 4

Bereken
a)
bg cotg 
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b)
bg cotg 0


c)
bg cotg 1

4.5.2. Grafiek van de boogcotangensfunctie

We construeren eerst de grafiek van de beperking f van de cotangensfunctie tot het interval ]0; [.

De grafiek van f( 1 = bg cotg bekomen we door spiegeling t.o.v. de eerste bissectrice van het assenstelsel (Zie vorig hoofdstuk).

[image: image357.png]



De beperking f van de cotangensfunctie tot het interval ]0; [ heeft als verticale asymptoten de rechten met vergelijking x = 0, respectievelijk x = . De omgekeerde relatie f( 1 heeft dan als horizontale asymptoten de rechten met vergelijking y = 0 respectievelijk y = .

Oplossingen A.C.O.

1.
a)
bg sin (( 1) = y
( sin y = ( 1 en y ( 
[image: image358.wmf]-
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( y = 
[image: image359.wmf]-
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Dus bg sin (( 1) = 
[image: image360.wmf]-
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b)
bg sin 0 = 0
(Te berekenen zoals in 1.1.)


c)
bg sin 
[image: image361.wmf]2
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 = 
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2.
a)
bg cos 
[image: image363.wmf]-
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( cos y = 
[image: image364.wmf]-
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( y = 
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Dus bg cos 
[image: image367.wmf]-
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b)
bg cos 0 = 
[image: image369.wmf]p
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c)
bg cos 1 = 0
(Te berekenen zoals in 2.1.)

3.
a)
bg tg (( 1) = y
( tg y = ( 1 en y ( 
[image: image370.wmf]-
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( y = 
[image: image371.wmf]-
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Dus bg tg (( 1) = 
[image: image372.wmf]-
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b)
bg tg 
[image: image373.wmf]3
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 = 
[image: image374.wmf]p

6



c)
bg tg 0 = 0
(Te berekenen zoals in 3.1.)

4.
a)
bg cotg 
[image: image375.wmf]-

F

H

G

I

K

J

3

3

 = y
( cotg y = – 
[image: image376.wmf]3
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( y = 
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[image: image378.wmf]cotg
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Dus bg cotg 
[image: image379.wmf]-
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b)
bg cotg 0 = 
[image: image381.wmf]p
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c)
bg cotg 1 = 
[image: image382.wmf]p
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(Te berekenen zoals in 4.1.)

Te onthouden

y =
bg sin x ( x = sin y en y ( 
[image: image383.wmf]-
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Dom bg sin = [( 1; 1]


Bld bg sin = 
[image: image384.wmf]-
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y =
bg cos x ( x = cos y en y ( [0; ]


Dom bg cos = [( 1; 1]


Bld bg cos = [0; ]

y =
bg tg x ( x = tg y en y ( 
[image: image385.wmf]-
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Dom bg tg = R

Bld bg tg = 
[image: image386.wmf]-
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y =
bg cotg x ( x = cotg y en y ( ]0; [


Dom bg cotg = R

Bld bg cotg = ]0; [

De grafieken van deze cyclometrische functies vinden we in dit hoofdstuk.

Verwijzing naar de taak

Hebben we de definities van de cyclometrische functies goed ingestudeerd dan maken we opgaven 5 en 6 van de taak. Veel succes !

Hoofdstuk 5
Samengestelde van goniometrische en cyclometrische functies

5.1. Inleiding

Bij het berekenen van sommige onbepaalde integralen in Lespakket 17 van deze cursus kunnen we uitdrukkingen zoals sin (bg cos x) tegenkomen. In dit hoofdstuk leren we die uitdrukkingen schrijven met behulp van rationale en irrationale functievoorschriften.

5.2.
Berekening van sin (bg sin x), cos (bg cos x),
tg (bg tg x)

( x ( [( 1; 1] :
sin (bg sin x) = x


cos (bg cos x) = x

( x ( R :
tg (bg tg x) = x


cotg (bg cotg x) = x

We bewijzen de eerste formule. De andere formules worden op analoge wijze bewezen.

bg sin x = y ( sin y = x en y ( 
[image: image387.wmf]-
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Hieruit volgt :

sin (bg sin x)
= sin y
(want bg sin x = y)


= x
(want sin y = x).

5.3. Berekening van sin (bg cos x), cos (bg sin x)

We bewijzen de volgende formules :

( x ( [( 1; 1] :
sin (bg cos x) = 
[image: image388.wmf]1
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cos (bg sin x) = 
[image: image389.wmf]1

2

-

x


sin(bg cos x) = ?

Altijd vertrekken we van de definitie van de cyclometrische functie waarvan we het voorschrift in de opgave vinden.

Dus bg cos x = y ( cos y = x en y ( [0; ]

We zoeken nu sin (bg cos x) = sin y

en we weten dat cos y = x en dat y ( [0; ].

Het probleem herleidt zich tot de berekening van sin y als cos y = x en y ( [0; ].

Uit de grondformule van de goniometrie volgt :


sin2 y + cos2 y
= 1


sin2 y + x2
= 1

(
sin2 y = 1 ( x2
(
sin y = + 
[image: image390.wmf]1
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 of sin y = – 
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We weten dat y ( [0; ] (dus y behoort tot het eerste of tweede kwadrant), m.a.w., sin y ( 0

Dus
sin y = + 
[image: image392.wmf]1

2

-

x


Of
sin (bg cos x) = 
[image: image393.wmf]1
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De andere formule bewijzen we op analoge wijze. Proberen we dit in A.C.O. 1 ?

A.C.O. 1

Bewijs
( x ( [( 1; 1] : cos (bg sin x) = 
[image: image394.wmf]1
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5.4. Berekening van tg (bg cotg x), cotg (bg tg x)

De volgende formules gaan we bewijzen :

( x ( R0 :
cotg(bg tg x) = 
[image: image395.wmf]1

x



tg(bg cotg x) = 
[image: image396.wmf]1
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Bewijs 

cotg (bg tg x) = 
[image: image397.wmf]1
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Dit is slechts zinvol als x ( R0 : voor x = 0 is bg tg x = 0 en is cotg (bg tg x) niet

gedefinieerd. Het rechterlid 
[image: image398.wmf]1

x

 is ook niet gedefinieerd voor x = 0.

De andere formule bewijzen we zelf in A.C.O. 2.

A.C.O. 2

Bewijs
( x ( R0 : tg (bg cotg x) = 
[image: image399.wmf]1
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5.5. Toepassingen

5.5.1. Formule voor tg (bg sin x)

( x ( ]( 1; 1[ :
tg (bg sin x) = 
[image: image400.wmf]x
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Bewijs
tg (bg sin x)
= 
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5.5.2. Formule voor sin (bg tg x)

( x ( R : sin (bg tg x) = 
[image: image404.wmf]x
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Bewijs
bg tg x = y ( tg y = x en y ( 
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Uit
tg y = x volgt



[image: image406.wmf]sin

cos

y
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 = x

of
sin y = x cos y

Dus sin (bg tg x) = x cos y
(1)


met tg y = x en y ( 
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Kennen we een formule uit de goniometrie die een verband geeft tussen cos y en tg y ? Natuurlijk !


1 + tg2y = 
[image: image408.wmf]1
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1 + x2 = 
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Dus
cos2 y = 
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M.a.w.
cos y = 
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1

2

+

x

 of cos y = – 
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, dus cos y ( 0
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cos y = 
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1

2

+

x


Invullen in (1) geeft de gevraagde formule

sin (bg tg x) = x · 
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 = 
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A.C.O. 3

Bewijs
tg (bg cos x) = 
[image: image417.wmf]1
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(in de veronderstelling dat beide leden zin hebben).

Oplossingen A.C.O.

1.
cos (bg sin x) = ?


bg sin x = y ( sin y = x en y ( 
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L

N

M

O

Q

P

p

p

2

2

;



We zoeken cos (bg sin x) = cos y als sin y = x en als y ( 
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Uit de grondformule
sin2 y + cos2 y = 1 leiden we nu af :



x2 + cos2 y = 1


(
cos2 y = 1 ( x2

(
cos y = + 
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, dus cos y ( 0
(In het eerste en het vierde kwadrant is de cosinus niet negatief).


Dus
cos y = 
[image: image423.wmf]1
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cos (bg sin x) = 
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tg (bg cotg x) = 
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3.
tg (bg cos x) = 
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Te onthouden

( x ( [( 1; 1] :
sin (bg sin x) = x


cos (bg cos x) = x

( x ( R :
tg (bg tg x) = x


cotg (bg cotg x) = x

( x ( [( 1 ; 1] : sin (bg cos x) = 
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cos (bg sin x) = 
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( x ( R0 :
tg(bg cotg x) = 
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cotg(bg tg x) = 
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Verwijzing naar de taak

Hebben we de A.C.O. goed opgelost ? Dan zijn we klaar om opgave 7 van de taak even goed op te lossen.

Hoofdstuk 6
Afgeleide van cyclometrische functies

6.1. Inleiding

In het laatste hoofdstuk van dit lespakket vinden we de afgeleide van een cyclometrische functie. We bekomen zo belangrijke formules die we nog regelmatig zullen gebruiken in Lespakket 16, Lespakket 17 en in Lespakket 18 van deze cursus.

6.2. Afgeleide van de boogsinusfunctie

6.2.1.

We noteren de functie bg sin uit 4.3. van dit lespakket f,

dus
f(x) = bg sin x

In een equivalente vorm wordt dit volgens 4.3.1. :


sin f(x) = x en f(x) ( 
[image: image435.wmf]-
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We kunnen bewijzen dat de functie bg sin = f afleidbaar is in ]( 1; 1[.

Uit
sin f(x) = x

volgt
[sin f(x)]' = [x]'

Hierin is
[sin f(x)]' = cos f(x) · [f(x)]'
(kettingregel !)

en
[x]' = 1

M.a.w.
cos f(x) · [f(x)]' = 1

Of
[f(x)]' = 
[image: image436.wmf]1
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Nu is
cos f(x)
= cos (bg sin x)



= 
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volgens 5.3. van dit lespakket.

Hieruit besluiten we

[bg sin x]' = 
[image: image439.wmf]1
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6.2.2. De afgeleide van bg sin f

Zoals in 3.1. van Lespakket 11 van deze cursus vinden we door toepassing van de kettingregel :

[bg sin f]' = 
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Voorbeelden
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6.2.3.

Passen we de formule [fn]' = n fn ( 1 f' toe, dan bekomen we

[bg sin2 x]' = 2 bg sin x · 
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(zie het voorbeeld in 6.2.2.)

A.C.O. 1

Bereken
a)
[bg sin x2]' =
b)
[bg sin4 x]' =

6.3. Afgeleide van de boogcosinusfunctie

Zoals in 6.2. kunnen we aantonen dat

[bg cos x]' = 
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We aanvaarden deze formules zonder bewijs.

Voorbeelden
[bg cos 3x]'
= 
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[bg cos2 x]'
= 2 bg cos x · [bg cos x]'


= 2 bg cos x · 
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A.C.O. 2

Bereken
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b)
[x bg cos x]' =

6.4. Afgeleide van de boogtangensfunctie

6.4.1.

We noteren de functie bg tg uit 4.5. van dit lespakket f,

dus

f(x) = bg tg x

In een equivalente vorm wordt dit volgens 4.5.1. :

tg f(x) = x en f(x) ( 
[image: image457.wmf]-
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Men kan bewijzen de functie bg tg = f afleidbaar is in R.

Uit
tg f(x) = x

volgt
[tg f(x)]' = [x]'

Hierin is
[tg f(x)]' = 
[image: image458.wmf]1
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en
[x]' = 1

M.a.w.
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[f(x)]' = cos2 f(x)

Nu is
1 + tg2 f(x) = 
[image: image460.wmf]1
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(We gebruikten die formule ook in 5.5.2.)

Uit tg f(x) = x

volgt dus
1 + x2 = 
[image: image461.wmf]1
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cos2 f(x) = 
[image: image462.wmf]1
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Hieruit besluiten we

[bg tg x]' = 
[image: image463.wmf]1
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6.4.2. De afgeleide van bg tg f

Door toepassing van de kettingregel vinden we zoals in 6.2.2. :

[bg tg f]' = 
[image: image464.wmf]1
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Voorbeelden
[bg tg 3x]'
= 
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6.4.3.

Passen we de formule [fn]' = n fn ( 1 · f' toe, dan bekomen we

[bg tg2 x]
= 2 bg tg x · [bg tg x]'


= 2 bg tg x · 
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A.C.O. 3

Bereken
a)
[bg tg 2x2]' =
b)
[bg tg x ( x]' =

6.5. Afgeleide van de boogcotangensfunctie

Zoals in 6.3. kunnen we aantonen dat

[bg cotg x]' = 
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We aanvaarden deze formules zonder bewijs.

Voorbeelden
[bg cotg 2x]'
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[bg cotg2 x]'
= 2 bg cotg x · [bg cotg x]'


= 2 bg cotg x · 
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A.C.O. 4

Bereken
a)
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Oplossingen A.C.O.
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b)
[bg sin4 x]'
= 4 bg sin3 x · [bg sin x]'
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b)
[x bg cos x]'
= x [bg cos x]' + bg cos x · [x]'
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[bg tg x ( x]'
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b)
[x + bg cotg x]'
= [x]' + [bg cotg x]'
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Te onthouden
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Verwijzing naar de taak

Hebben we de nieuwe formules uit dit hoofdstuk goed ingeoefend dan lossen we de laatste opgave van de taak vlot op.

© Vlaams Ministerie van Onderwijs en Vorming
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