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Hoofdstuk 1
Limiet van een veeltermfunctie, van een rationale functie voor x ( a (a ( R)

1.1. Inleiding

In Hoofdstuk 4 van Lespakket 8 hebben we technieken gevonden om 
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waarbij x ( a (a ( R) berekenen we met heel andere regels. Als we een limiet berekenen moeten we dus goed het onderscheid maken tussen 
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1.2. Limiet van een veeltermfunctie voor x ( a (a ( R)

In 3.3.4. van Lespakket 7 bewezen we dat elke veeltermfunctie f continu is in a ( R. Passen we de hoofdeigenschap van de limieten (3.2. van Lespakket 8) toe, dan vinden we 
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M.a.w. de limiet van f voor x ( a is de functiewaarde f(a).

Voorbeelden


[image: image10.wmf]lim

x

®

3

 (x2 ( 5x) = 32 ( 5 · 3 = ( 6


[image: image11.wmf]lim

x

®

2

 (x2 ( 4) = 22 ( 4 = 0

A.C.O. 1

Bereken
a)

[image: image12.wmf]lim

x

®

2

 (x + 1)2


b)

[image: image13.wmf]lim

x

®

1

 (x3 ( 7x + 6)


c)

[image: image14.wmf]lim

x

®

1

2

 (x ( 1)3 (2x ( 1)

1.3. Limiet van een rationale functie voor x ( a (a ( R)

In 3.6. van Lespakket 8 hebben we
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met f(x), g(x) ( R[x] (veeltermen in x) in verschillende gevallen leren berekenen.

1.3.1.

Is g(a) = 
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1.3.2.

Is g(a) = 
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Het teken van 
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 vinden we door een tekenonderzoek van de functies f en g uit te voeren.
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We verwijzen hier naar voorbeeld 1, 3.6.3. uit Lespakket 8.

1.3.2.2.

Bestaat er geen gereduceerde omgeving van a waarin de functie 
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Uit het tekenonderzoek volgt wel of we een linker limiet of een rechter limiet hebben :

Uit voorbeeld 2, 3.6.3. van Lespakket 8 leiden we af
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A.C.O. 2
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1.3.3.

Veronderstel g(a) = 
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Hoe berekenen we dan 
[image: image36.wmf]lim

x

a

®

 
[image: image37.wmf]f

x

g

x

b

g

b

g

 ?

In 3.6.5. van Lespakket 8 noteerden we
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met de onbepaalde vorm 
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Is g(a) = 0 dan is volgens de reststelling de veelterm g(x) deelbaar door x ( a.

De reststelling vinden we terug in 5.3. van Lespakket A2 van de cursus Wiskunde Basis ( H.S.O.

Ook is f(a) = 0 en dus is ook f(x) deelbaar door x ( a.

Dus
g(x) = (x ( a) q2(x)


f(x) = (x ( a) q1(x)

en
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Nu betekent x ( a dat x nadert tot a, maar niet gelijk wordt aan a, m.a.w., dat we x in een gereduceerde omgeving van a nemen, zodat x ( a.

Voor x ( a is
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(We kunnen de factor x ( a wegdelen omdat x ( a ( 0).

Dan is ook
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op voorwaarde dat het rechterlid zin heeft.

Als het rechterlid geen zin heeft, m.a.w., als q1(a) = q2(a) = 0, dan herhalen we de gegeven werkwijze :

q1(x) = (x ( a) Q1(x)

q2(x) = (x ( a) Q2(x)

en
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Hierin is
gr Q1(x) < gr q1(x) < gr f(x)

en
gr Q2(x) < gr q2(x) < gr g(x)

Omdat gr f(x) en gr g(x) eindig zijn, vinden we zo na een eindig aantal stappen de gevraagde limiet, als die tenminste bestaat.

Illustreren we dit met voorbeelden.

Voorbeeld 1
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f(x) = 
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Of, lim f(x) = 
[image: image49.wmf]f

1

3

2

b

g

=


Praktische schikking
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Voorbeeld 2
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Bereken
a)

[image: image54.wmf]lim

x

x

x

x

®

-

+

-

1

2

2

1

5

7

12



b)

[image: image55.wmf]lim

x

x

x

x

x

x

®

-

+

-

+

-

1

2

3

2

2

2

4

2

4

4

3



c)

[image: image56.wmf]lim

x

x

x

x

x

x

®

+

-

+

0

3

2

2

5

2


1.4. Uitgewerkte voorbeelden. Toepassingen.

1.4.1.
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1.4.2.
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1.4.3.

Bereken 


[image: image65.wmf]lim

x

x

x

x

x

x

x

®

-

+

-

+

-

+

2

4

2

4

3

2

8

16

4

5

4

4


Oplossing



[image: image66.wmf]lim

x

x

x

x

x

x

x

®

-

+

-

+

-

+

2

4

2

4

3

2

8

16

4

5

4

4

 = 
[image: image67.wmf]16

32

16

16

32

20

8

4

0

0

-

+

-

+

-

+

=

L

N

M

O

Q

P


=

[image: image68.wmf]lim

x

x

x

x

x

x

x

x

x

®

-

+

-

-

-

-

+

-

2

3

2

3

2

2

2

4

8

2

2

2

b

g

d

i

b

g

d

i


(Horner toepassen !)
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1.4.4.
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Dus, 
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(Vergelijken we met 1.3.2.1., 1.3.2.2. uit dit lespakket, met 3.6.3. uit Lespakket 8 ? Een tekenonderzoek van f(x) helpt ook.)
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Bij het berekenen van de laatste limiet passen we stelling 4.3.2. uit Lespakket 8 toe. We willen in deze herhalingsopgave het onderscheid tussen 
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Hieruit volgt :
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Uit hetzelfde tekenonderzoek leiden we ook af :
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Met q(x) = 
[image: image134.wmf]q

x

q

x

1

2

b

g

b

g

 onderzoeken we opnieuw de gevallen a), b) en c).

Verwijzing naar de taak

Hebben we de A.C.O. goed opgelost, dan zijn we klaar om opgaven 1, 2 en 3 van de taak goed te beantwoorden. Veel succes !

Hoofdstuk 2
Limiet van een irrationale functie voor x ( a 

(a ( R)

2.1. Inleiding

Weten we nog wat een irrationale functie is ? In 5.1. van Lespakket 8 vinden we : een irrationale functie f is een functie waarbij in het functievoorschrift f(x), x onder een wortelteken voorkomt. In 5.2.2. van Lespakket 8 berekenen we limieten door teller en noemer van een breuk te vermenigvuldigen met de toegevoegde tweeterm van de teller. In dit hoofdstuk berekenen we limieten met analoge technieken.

2.2. Limiet van een irrationale functie voor x ( a (a ( R)

2.2.1.

In 3.3.6. van Lespakket 7 vinden we dat een irrationale functie f continu is in a ( Dom f.

De hoofdeigenschap van de limieten (3.2. van Lespakket 8) geeft voor a ( Dom f :
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f : R ( R : x ( 
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2

1

-

 heeft als domein : ]( (, ( 1] ( [1, + ([

(Dit kunnen we narekenen; vergelijk met de toepassing in 3.3.6. van Lespakket 7).
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2.2.2.
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Dit vinden we door de hoofdeigenschap van de limieten (3.2. van Lespakket 8) ofwel 3.6. van Lespakket 8 (limiet van een quotiënt) toe te passen.

Bij dergelijke opgaven kunnen we deze eigenschappen niet altijd toepassen : teller én noemer kunnen als limiet het getal nul hebben.

2.2.3.

Illustreren we de nieuwe techniek met een voorbeeld
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De onbepaalde vorm 
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 kunnen we wegwerken door teller en noemer te vermenigvuldigen met de toegevoegde tweeterm van de teller, omdat in de teller een wortelvorm voorkomt. Zo kunnen we de teller rationaal maken en kunnen we nadien vereenvoudigen (zoals in 1.3.3. van dit lespakket). Hierbij steunen we op de

formule (A ( B) (A + B) = A2 ( B2
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2.2.4

In het volgende voorbeeld staat de wortelvorm in de noemer.
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Valt het op dat we in dit voorbeeld de teller niet verder uitgewerkt hebben ?

We kunnen distributiviteit toepassen, maar, we moeten kunnen vereenvoudigen en dan hebben we een product nodig ! In het eerste voorbeeld lieten we zo de noemer bijna onaangeroerd : we brachten alleen 2 buiten haken.

A.C.O. 1

Bereken
a)
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A.C.O. 2

Bereken
a)
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b)
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c)
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2.2.5.

Staan er wortelvormen in teller én in noemer dan vermenigvuldigen we teller en noemer met de toegevoegde tweeterm van de teller én met de toegevoegde tweeterm van de noemer.

Voorbeeld
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A.C.O. 3

Bereken
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2.2.6.

Bevat de teller of de noemer meer dan twee termen dan kunnen we er een tweeterm van maken door de termen zonder wortelvorm te groeperen.

Voorbeeld



[image: image160.wmf]lim

x

x

x

x

®

+

-

+

-

=

L

N

M

O

Q

P

1

2

1

3

1

1

0

0


=

[image: image161.wmf]lim

lim

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

®

®

+

-

+

-

=

+

-

+

+

+

+

-

+

+

+

1

2

1

2

1

3

1

1

1

3

1

1

3

1

1

1

3

1

b

g

b

g

d

i

b

g


=

[image: image162.wmf]lim

x

x

x

x

x

x

x

®

+

-

+

-

+

+

+

+

1

2

2

1

3

1

1

1

1

3

1

b

g

d

i

b

g

b

g

d

i


=

[image: image163.wmf]lim

x

x

x

x

x

x

x

x

®

+

+

-

-

-

+

+

+

+

1

2

2

1

3

1

1

1

1

3

1

b

g

b

g

d

i


=

[image: image164.wmf]lim

x

x

x

x

x

x

x

®

-

-

+

+

+

+

1

1

1

1

1

3

1

b

g

b

g

b

g

d

i


=

[image: image165.wmf]lim

x

x

x

x

x

®

+

+

+

+

=

×

=

1

1

1

3

1

1

2

4

1

8

b

g

d

i


A.C.O. 4

Bereken
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2.2.7.

Bevat de teller of de noemer derdemachtswortels en hebben we een onbepaalde vorm, dan werken we met de formules

(A ( B) (A2 + AB + B2) = A3 ( B3
(A + B) (A2 ( AB + B2) = A3 + B3
We illustreren dit in het volgende voorbeeld
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A.C.O. 5

Bereken
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Oplossingen A.C.O.
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(We hebben geen onbepaalde vorm !)
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Te onthouden

Is f(x) = 
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 een irrationale functie en is 
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 f2(x) = 0, dan vermenigvuldigen we teller en noemer van f(x) met de toegevoegde uitdrukking van de teller of (en) van de noemer als de teller of (en) de noemer een wortelvorm bevat.

Hierbij steunen we op :

(A ( B) (A + B) = A2 ( B2
(A ( B) (A2 + AB + B2) = A3 ( B3
(A + B) (A2 ( AB + B2) = A3 + B3
In teller en in noemer vinden we zo een factor x ( a en
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Verwijzing naar de taak

Hebben we ons goed geoefend met de A.C.O. en de voorbeelden uit dit hoofdstuk, dan wachten opgaven 4, 5 en 6 van de taak.

Hoofdstuk 3
Limiet van een goniometrische functie voor
x ( a (a ( R)

3.1. Inleiding

In dit hoofdstuk leren we
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berekenen. Deze basislimieten gebruiken we later om aanverwante limieten te berekenen. De grafieken van de goniometrische functies worden aangebracht in Lespakket 12 van deze cursus.

3.2. Een belangrijke ongelijkheid

We beschouwen de grafieken van de volgende functies

f1 : R ( R : x ( x

f2 : R ( R : x ( sin x

f3 : R ( R : x ( tg x

in een interval ]0; (] met ( > 0.

[image: image222.png]



De grafiek van f2 en van f3 vinden we in Lespakket 12 van deze cursus.

Op de Y-as lezen we af dat in het interval ]0; (] geldt

sin x < x < tg x

Merken we op dat x een reëel getal is : sin 10° < 10° heeft niet veel zin :

sin 10° ( R, maar 10° ( R.

Dicht bij de oorsprong vallen de grafieken nagenoeg samen.

Kiezen we b.v. 2°, dan is x = 
[image: image223.wmf]p

90

 ( 0,034.906.6. Met een zakrekenmachine vinden we sin x = 0,034.899.5 en tg x = 0,034.920.8.

Is x klein, dan verschillen sin x, x en tg x nauwelijks. Voor grotere waarden van x is het verschil tussen die getallen sin x, x en tg x merkelijk groot.

Dit valt ook op in de volgende figuren :

[image: image469.png]
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( redelijk groot
( kleiner


sin ( < ( < tg (
sin ( < ( < tg (

De getallen zijn duidelijk
De getallen verschillen nauwelijks.


verschillend.

3.3. De basislimiet 
[image: image224.wmf]lim
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In 3.2. vonden we dat sin x, x en tg x weinig van elkaar verschillen voor kleine waarden van x.

Voor hoeken (bogen) kleiner dan of gelijk aan 50" = 0,013.888.9° = 0,000.242.4 rad geeft onze zakrekenmachine dezelfde resultaten. Zo is sin 0,000.242.4 = 0,000.242.4 = tg 0,000.242.4.

De verschillen tussen deze getallen laten zich pas voelen bij de volgende decimalen.

Wij geven er ons rekenschap van dat de verhouding 
[image: image225.wmf]sin

x

x

 die in het beschouwde interval kleiner dan 1 is, willekeurig dicht naar 1 nadert als x nadert tot 0.
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De functie
f : R ( R :
x ( 
[image: image227.wmf]sin
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 die continu is in a ( Dom f = R0 heeft 
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 met
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 : R ( R :
x ( 
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als x ( R0



x ( 1
als x = 0

als uitgebreide functie en 
[image: image231.wmf]f

(0) = 1 is een continu makende waarde.

Volgens definities 1.3.1. en 1.4.2. van Lespakket 8 geldt dus


[image: image232.wmf]lim

sin

x

x

x

®

=

0

1


3.4. De basislimiet 
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We weten dat tg x = 
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.

Hieruit en uit 3.3. volgt
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(Stelling 3.4.1., Lespakket 8)
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(Stelling 3.2.1., Lespakket 8)

Dus
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3.5. Toepassen van de basislimieten

3.5.1.

Uit 3.3. volgt onmiddellijk
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(Als x ( a, dan nadert x ( a tot 0, dus x ( a ( 0)

3.5.2.

Uit 3.4. volgt zo
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3.5.3.

Ook is 
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Want voor x ( R0 ( V is 
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Dus 
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Zodat volgens stelling 3.4.1. van Lespakket 8
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Of, steunend op 3.3.


[image: image250.wmf]lim

sin

x

x

x

®

0

 = 1

Analoog kunnen we bewijzen
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3.5.4.

De limiet
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berekenen we ook steunend op 3.3. en op de eigenschappen van limieten (Zie Hoofdstuk 3, Lespakket 8).
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A.C.O. 1

Bereken
a)
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3.6. Techniek van de limietenberekening

3.6.1.

In Lespakket 12 bewijzen we dat een goniometrische functie f continu is in a ( Dom f.

De algemene voorschriften blijven gelden. Is f continu in a dan is
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 f(x) = f(a)
(3.2 van Lespakket 8)

Voorbeelden
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[image: image260.wmf]lim
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 cos 2x = cos 2 = 1.

3.6.2.

Voor de onbepaalde vorm 
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 beschikken wij over de limieten
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die wij ten alle prijze moeten aanwenden, zelfs als in het voorschrift x ( f(x) hiervan niets merkbaar is.

Dit vereist wel een flinke kennis van de formules uit de goniometrie die we vooral terugvinden in Lespakket 5.

sin2 x + cos2 x = 1
(grondformule van de goniometrie)

sin 2x
= 2 sin x cos x

cos 2x
= cos2 x ( sin2 x


= 1 ( 2 sin2 x


= 2 cos2 x ( 1

of
1 + cos 2x = 2 cos2 x


1 ( cos 2x = 2 sin2 x

sin p + sin q = 2 
[image: image263.wmf]sin
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cos p + cos q = 2 
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Voorbeelden
3.6.2.1.
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A.C.O. 2

Bereken de limiet in 3.6.2.1. na de teller met de formule van Simpson in een product omgezet te hebben.

3.6.2.2.
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3.6.2.4.
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In de voorbeelden 3.6.2.3. en 3.6.2.4. steunen we op de formule

1 ( cos ( = 
[image: image286.wmf]2
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.

We kunnen die limieten ook berekenen door teller en noemer te vermenigvuldigen met de toegevoegde tweeterm 1 + cos x. (Zie A.C.O. 3).

A.C.O. 3

Bereken de limieten in 3.6.2.3. en in 3.6.2.4. door te vermenigvuldigen met de toegevoegde tweeterm 1 + cos x.

3.6.2.5.
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3.6.2.6
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We hebben geen formule voor 1 ( sin x ! We vinden deze limiet wel door teller en noemer te vermenigvuldigen met de toegevoegde tweeterm 1 + sin x van 1 ( sin x (zoals in A.C.O. 3.).

Dus
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want 1 ( sin2 x = cos2 x.

A.C.O. 4

Bereken
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Oplossingen A.C.O.

1.
a)
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(Zie A.C.O. 1b))

3.
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Verwijzing naar de taak

Hebben we de voorbeelden in 3.6. goed bestudeerd en hebben we ons geoefend in de A.C.O., dan zijn we klaar om opgaven 7, 8 en 9 van de taak op te lossen.

Hoofdstuk 4
Asymptoten

4.1. Inleiding

In Lespakket A5 en in Lespakket A8 van de cursus wiskunde basis - H.S.O. vinden we respectievelijk de grafiek van de lineaire functie in R en van de kwadratische functie in R.

De grafiek van een rationale functie zullen we construeren in Lespakket 15.

We zullen nog ondervinden dat het tekenen van de grafiek van een functie f eenvoudiger wordt als we de asymptoten van deze functie f kennen.

4.2. Asymptoot van een kromme

De grafiek K van een functie f

f : R ( R : x ( f(x) = y

leren we construeren in Lespakket 15. Elk punt p van de kromme heeft coördinaten
(x, f(x)).

[image: image310.png]



We zeggen dat de kromme een oneindig ver gelegen punt heeft als één van de coördinaten van p (of beide) onbeperkt toeneemt of afneemt als p de kromme doorloopt.

Dit betekent dat (x( of (y( = (f(x)( willekeurig groot kan worden. M.a.w. tenminste één van de volgende notaties is zinvol :

x ( + (, x ( ( (, y ( + (, y ( ( (.

Dezelfde notatie x ( + ( of x ( ( ( gebruiken we reeds herhaaldelijk bij de limieten o.a. in Hoofdstuk 2 van Lespakket 8.

[image: image311.png]



Bij de kromme K van de figuur, die oneindig ver gelegen punten heeft, hebben we een rechte A getekend. Is voor p ( K, (pq( de afstand van p tot A, dan nadert (pq( willekeurig dicht tot nul als p zich onbeperkt ver op K verwijdert.

We zeggen dat de rechte A een asymptoot is van de kromme K, van de functie y = f(x).

Wie een behoorlijke grafiek van een functie wenst moet in veel gevallen eerst enkele rechten, asymptoten genoemd, tekenen die nauw in verband staan met oneindig voortlopende takken van de krommen.

Wij onderscheiden

1)
horizontale asymptoot (H.A.)
2) vertikale asymptoot (V.A.)

[image: image473.png]




3)
schuine asymptoot (S.A.)


4.3. Horizontale asymptoot (// aan de X-as)

4.3.1. Wij beschouwen de rationale functies

f1 : R ( R : x ( 
[image: image312.wmf]1
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(Zie ook 3.6.4. in Lespakket 8)

f2 : R ( R : x ( 
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(Zie ook 2.2.5. in Lespakket 8)

In Lespakket 8 vonden we
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De punten die we in 2.2.5. van Lespakket 8 berekenden kunnen we in ons assenstelsel niet voorstellen (Hoe tekenen we een punt met abscis 9999 ?). Evenmin kunnen wij die kleine verschillen behoorlijk juist weergeven. De belangrijke evolutie wordt dan in reliëf gezet door de oneindig voortlopende tak van de kromme met de asymptoot te combineren.
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Besluit
Een functie bezit een horizontale asymptoot (H.A.) met vergelijking y = a als 
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4.3.2. Voorbeelden

Voorbeeld 1

f : R ( R : x ( 
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(Zie 4.3. in Lespakket 8)

We hebben dus een H.A. met vergelijking y = 
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Ook is
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Deze limiet geeft dezelfde horizontale asymptoot met vergelijking y = 
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3

.

Voorbeeld 2

f : R ( R : x ( 
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We kunnen narekenen dat
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De functie f heeft dus een horizontale asymptoot met vergelijking y = 1.

Voorbeeld 3

f : R ( R : x ( 
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(Zie 5.2. in Lespakket 8).

De functie f heeft dus een horizontale asymptoot met vergelijking y = 1.

Ook is
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De functie f heeft dus een tweede horizontale asymptoot met vergelijking

y = ( 1.

A.C.O. 1

Bepaal de horizontale asymptoten van de volgende functies
a)
f : R ( R : x ( 
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b)
f : R ( R : x ( 
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A.C.O. 2

Hoe verklaren we dat de functie f
f : R ( R : x ( 
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geen horizontale asymptoot heeft ?

4.3.3. Ligging van een kromme t.o.v. een horizontale asymptoot.

Voor de onderlinge stand van de kromme K en haar horizontale asymptoot A zijn er drie mogelijkheden :

[image: image335.png]Y ,
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Ofwel ligt de kromme K boven de horizontale asymptoot A.

Dan is

yp > yq ( f(x) > b ( f(x) ( b > 0

Ofwel ligt de kromme K onder de horizontale asymptoot A.

Dan is

yp < yq ( f(x) < b ( f(x) ( b < 0

Ofwel snijdt de kromme K de horizontale asymptoot A in p.

Dan is

yp = yq ( f(x) = b ( f(x) ( b = 0.

Besluit
Om de ligging van een kromme t.o.v. een horizontale asymptoot met vergelijking
y = b te onderzoeken, bepalen we het teken van v(x) = f(x) ( b.

Voorbeelden
f : R ( R : x ( 
[image: image336.wmf]1
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 heeft y = 0 als horizontale asymptoot.
(Zie 4.3.1.)

v(x) = f(x) ( 0 = 
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Voor x < 0 is v(x) < 0 en ligt de kromme dus onder de asymptoot.

f : R ( R : x ( 
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 heeft y = 2 als vergelijking van de horizontale asymptoot.

(Zie 4.3.1.)

v(x) = f(x) ( 2 = 
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Tekenonderzoek :
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	( 1
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Voor x > ( 1 is v(x) > 0 en ligt de kromme dus boven de asymptoot A.

A.C.O. 3

De functie f : R ( R : x ( 
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 f(x) een horizontale asymptoot met vergelijking y = 1. Hoe liggen de takken van de kromme t.o.v. deze asymptoot ?

4.4. Verticale asymptoot (// aan de Y-as)

4.4.1.

Wij beschouwen de functies


f1 : R ( R : x ( 
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(Zie ook 3.6.3. in Lespakket 8)

en
f2 : R ( R : x ( 
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(Zie ook 3.6.3. in Lespakket 8)

In Lespakket 8 vonden we in 3.6.3.
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Punten op de grafiek van f1 met een x-waarde dicht bij 3 hebben een y-waarde die willekeurig groot kan worden. De rechte met vergelijking x = 3 is een evenwijdige aan de Y-as. We noemen deze rechte een verticale asymptoot van de functie f1.
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Zo is x = 1 de vergelijking van de verticale asymptoot van de functie f2.

Besluit
Een functie f bezit een verticale asymptoot met vergelijking x = a als
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Ook een tekenonderzoek van f kan uitwijzen of de tak van de kromme onder of boven aanleunt.

In 3.6.3. van Lespakket 8 vonden we zo voor f2 :

	x
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In de omgeving van 1 ziet de grafiek van f2 er als volgt uit :
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4.4.2. Voorbeelden

Voorbeeld 1

Verticale asymptoten van

f : R ( R : x ( 
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Tekenonderzoek van f :

Nulpunten noemer : 2 en ( 2
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x = ( 2 en x = 2 zijn de vergelijkingen van de verticale asymptoten van f


[image: image358.wmf]lim

x

®

<

-

2

 f(x) = + (, 
[image: image359.wmf]lim

x

®

>

-

2

 f(x) = ( (

[image: image360.wmf]lim

x

®

<

2

 f(x) = ( (, 
[image: image361.wmf]lim

x

®

>

2

 f(x) = + (
[image: image362.png]



Wat stellen we ook vast ? De verticale asymptoten van een rationale functie vinden we dikwijls door de nulpunten van de noemer te zoeken die geen nulpunt van de teller zijn (Is a een nulpunt van teller en noemer, dan berekenen we best 
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 f(x) om na te gaan of x = a een verticale asymptoot van f is).

Dus

f : R ( R : x ( 
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Nulpunten noemer : 2, ( 2

M.a.w. twee verticale asymptoten met vergelijking x = 2, x = ( 2.

Willen we ook de ligging van de grafiek van f t.o.v. de verticale asymptoten, dan onderzoeken we ook het teken van f (zoals we begonnen !). Merken we nog op dat we in A.C.O. 1 de horizontale asymptoot van deze functie vonden.

Voorbeeld 2

Bepaal de vergelijking van de verticale asymptoten van 

f : R ( R : x ( 
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Nulpunten noemer : 1, ( 2 ; dus x = 1 en x = ( 2 zijn de vergelijking van een verticale asymptoot van f : 1 en ( 2 zijn namelijk geen nulpunten van de teller van f(x).

Voorbeeld 3

Bepaal de vergelijking van de verticale asymptoten van

f : R ( R : x ( 
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Nulpunten noemer : 2, 3 ; dus x = 2 en x = 3 zijn de mogelijke vergelijkingen van verticale asymptoten.

Maar,
2 is ook een nulpunt van de teller en
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M.a.w. de functie f heeft alleen x = 3 als vergelijking van de verticale asymptoot.

A.C.O. 4

Bepaal de vergelijking van de verticale asymptoten van de volgende functies :
a)
f : R ( R : x ( 
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b)
f : R ( R : x ( 
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c)
f : R ( R : x ( 
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4.5. Schuine asymptoot

4.5.1.

Veronderstel dat de functie met vergelijking y = f(x), de rechte A met vergelijking

y = ax + b als schuine asymptoot heeft. Hoe bepalen we dan algemeen a ( R0,
b ( R ?

Zoals we in 4.2. reeds vonden, nadert ( pq( willekeurig dicht tot nul als p zich onbeperkt ver op K verwijdert.
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Trekken we door p een evenwijdige aan de Y-as die de rechte A snijdt in r dan heeft (zie figuur) p als coördinaten (x, f(x)) en r(x, ax + b). Als (pq( nu willekeurig dicht tot nul nadert, dan geldt dit ook voor (pr(.

Nu is
(pr( = (f(x) ( (ax + b)(
De rechte A met vergelijking y = ax + b is dus een schuine asymptoot van de kromme K met vergelijking y = f(x) als
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Werken we verder met
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(Analoge resultaten bekomen we voor x ( ( ().

Dus
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(Vergelijken we met voorbeeld 1 in 3.6.4. van Lespakket 8).
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(Zie 3.6.4. Lespakket)
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(a is een constante !)
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Ook volgt uit
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Of, is de rechte A met vergelijking y = ax + b een schuine asymptoot van de kromme K met vergelijking y = f(x) dan vinden we a en b door de volgende limieten te berekenen :

	a = 
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de vergelijking van een tweede mogelijke schuine asymptoot van die kromme K.

Voor rationale functies met een schuine asymptoot is

a = 
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(zie voorbeelden 4.3.2.)

zodat we slechts één van deze limieten berekenen bij rationale functies.

4.5.2. Voorbeelden

4.5.2.1.

Bepaal de vergelijking van de schuine asymptoot van

f : R ( R : x ( 
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Oplossing 

y = ax + b met
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Dus y = (x + 3 is de vergelijking van de schuine asymptoot van de functie f.

(Voor x ( ( ( vinden we ook a = ( 1, b = 3).

A.C.O. 5

Bepaal de vergelijking van de schuine asymptoot van
f : R ( R : x ( 
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4.5.2.2.

Bepaal de vergelijking(en) van de schuine asympto(o)t(en) van

f : R ( R : x ( 
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a
= 
[image: image407.wmf]lim

lim

x

x

x

x

x

x

x

®

+

¥

®

+

¥

-

=

-

F

H

G

I

K

J

2

2

2

4

1

4



= 
[image: image408.wmf]lim

lim

x

x

x

x

x

x

®

+

¥

®

+

¥

-

=

-

=

1

4

1

4

1

2

2


b
= 
[image: image409.wmf]lim

lim

x

x

x

x

x

x

x

x

®

+

¥

®

+

¥

-

-

=

-

-

-

+

=

2

2

2

2

4

4

4

0

e

j


y = x is de vergelijking van een schuine asymptoot van deze functie.

Voor x ( ( ( vinden we een tweede schuine asymptoot :

a
= 
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Dus y = ( x is de vergelijking van de tweede schuine asymptoot van f.

4.5.3. Ligging van een kromme t.o.v. een schuine asymptoot

Voor de onderlinge ligging van de kromme K en haar schuine asymptoot A zijn er weer drie mogelijke gevallen (zoals bij de horizontale asymptoot : zie 4.3.3.) :
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We brengen door een punt p van K een rechte evenwijdig met de Y-as.

Deze rechte snijdt de schuine asymptoot in r.

p heeft coördinaten
(x, f(x))

r heeft coördinaten
(x, ax + b)

Ofwel ligt de kromme K boven de schuine asymptoot A. Dan is


yp > yr
(
f(x) > ax + b
( 
f(x) ( (ax + b) > 0

Ofwel ligt de kromme K onder de schuine asymptoot A. Dan is


yp < yr
(
f(x) < ax + b
( 
f(x) ( (ax + b) < 0

Ofwel snijdt de kromme K de schuine asymptoot in p. Dan is


yp = yr
(
f(x) = ax + b
( 
f(x) ( (ax + b) = 0 .

Besluit
Om de ligging van de kromme K met vergelijking y = f(x) t.o.v. een schuine asymptoot A met vergelijking y = ax + b te onderzoeken, bepalen we het teken van v(x) = f(x) ( (ax + b)

Voorbeeld
In 4.5.2.1. vinden we dat de functie

f : R ( R : x ( 
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een schuine asymptoot heeft met vergelijking y = ( x + 3.

Onderlinge ligging van de grafiek van f en van de schuine asymptoot :

v(x)
=

[image: image415.wmf]-

+

+

+

x

x

x

2

4

2

 + x ( 3
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Voor x < ( 2 ligt de grafiek van f boven de schuine asymptoot. Is x > ( 2 dan ligt de grafiek van f onder de schuine asymptoot.

f heeft ook een verticale asymptoot : x = ( 2.

Ligging van de grafiek van f t.o.v. de verticale asymptoot :

Tekenonderzoek van f :

Nulpunten van de teller :
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(Dit kunnen we narekenen !)

Nulpunt van de noemer : ( 2

Dus
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	( 2
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In een van de volgende Lespakketten leren we de grafiek van f construeren. Een belangrijke rol wordt hierbij gespeeld door de asymptoten.
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In Lespakket 15 gaan we hier verder op in.

Opmerking
De rationale functie uit 4.5.2.1. en uit het gegeven voorbeeld bevat een teller waarvan de graad die van de noemer met één overtreft.

Het functievoorschrift van f kan door de deling uit te voeren ook geschreven worden als

f : R ( R : x ( ( x + 3 + 
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(A = B · Q + R ( 
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(Zie ook in Hoofdstuk 4 van Lespakket A2 van de cursus Wiskunde Basis - H.S.O.)

Herkennen we v(x) = 
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 en kunnen we door de andere schrijfwijze van het functievoorschrift, de vergelijking y = ( x + 3 van de schuine asymptoot aflezen ?

4.6. Uitgewerkt voorbeeld

Bepaal de vergelijking van de asymptoten van de functie f als

f : R ( R : x ( 
[image: image427.wmf]3
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Oplossing
Verticale asymptoot :
x + 2
= 0


(
x
= ( 2

Horizontale asymptoot :
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Dus y = 3 is de vergelijking van de horizontale asymptoot van f.

Schuine asymptoot :

y = ax + b met

a = 
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Deze functie heeft dus geen schuine asymptoot. Trouwens vinden we voor x ( + ( (of x ( ( () een horizontale asymptoot, dan kan de functie geen schuine asymptoot hebben voor x ( + ( (of x ( ( ().

A.C.O. 6

Bepaal de vergelijking van de asymptoten van de functie :
f : R ( R : x ( 
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Oplossingen A.C.O.
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y = 0 is dus de vergelijking van de horizontale asymptoot.


b)
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Ook :
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y = 2 is de vergelijking van de horizontale asymptoot.

2.
We vinden voor een functie f een horizontale asymptoot als
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bestaan en eindig zijn. Dit houdt o.a. in dat f gedefinieerd is in een omgeving van + ( of van ( (.


Dom f mag dus geen begrensde verzameling zijn.


Bepalen we hier Dom f :


1 ( x2 > 0
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M.a.w. Dom f = ]( 1; 1[ is begrensd.

3.
v(x)
= f(x) ( 1 = 
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Nulpunt teller : 1


Nulpunten noemer : geen (want D < 0)


Tekenonderzoek :
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4.
a)
f : R ( R : x ( 
[image: image441.wmf]x

x

-

2




Nulpunt van de noemer is 2 en 2 is geen nulpunt van de teller.



Dus x = 2 is de vergelijking van de verticale asymptoot van f.
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Nulpunten van de noemer :



x3 ( x = 0
(
x (x2 ( 1) = 0




(
x = 0 of x = 1 of x = ( 1


0 is ook een nulpunt van de teller en



[image: image443.wmf]lim

lim

lim

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

®

®

®

-

-

=

-

-

=

-

-

0

2

3

0

2

0

2

4

4

1

4

1

b

g

d

i

 = 4 ( R


De functie f heeft dus twee verticale asymptoten met x = 1 en x = ( 1 als vergelijking.
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f : R ( R : x ( 
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Nulpunten van de noemer :

x4 + x2 = 0



(
x2 (x2 + 1) = 0



(
x = 0 of x2 + 1 = 0





D = 0 ( 4 < 0
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x = 0


0 is ook een nulpunt van de teller en
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De functie f heeft dus geen verticale asymptoot.

5.
y
= ax + b met
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y
= 2x ( 2 is de vergelijking van de schuine asymptoot van de gegeven functie.

6.
Asymptoten van f : R ( R : x ( 
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Verticale asymptoten :


x2 ( 4 = 0 ( x = 2 of x = ( 2


Dus twee verticale asymptoten (2 en ( 2 zijn geen nulpunten van de teller).


Horizontale asymptoot :



[image: image450.wmf]lim

lim

x

x

x

x

x

x

®

+

¥

®

+

¥

-

=

3

2

3

2

4

 = + (


[image: image451.wmf]lim

lim

x

x

x

x

x

x

®

-

¥

®

-

¥

-

=

3

2

3

2

4

 = ( (

f heeft dus geen horizontale asymptoot.


Schuine asymptoot :


y = ax + b met
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y = x is dus de vergelijking van de schuine asymptoot van f.
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Te onthouden

Een functie f heeft een horizontale asymptoot met vergelijking 

y = a als 
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Een functie f heeft een verticale asymptoot met vergelijking x = a als
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De verticale asymptoten van een algebraïsche functie vinden we door de nulpunten van de noemer te zoeken die geen nulpunt van de teller zijn.

Is de rechte met vergelijking y = ax + b een schuine asymptoot van de functie f dan vinden we a en b door de volgende limieten te berekenen :
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Verwijzing naar de taak

Hebben we ons goed geoefend in de A.C.O., dan zijn we klaar om de laatste opgaven, opgaven 10 en 11, van de taak ook correct te beantwoorden. Veel succes !
© Vlaams Ministerie van Onderwijs en Vorming
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