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Hoofdstuk 1
Limiet van een functie voor x ( a ( a ( R)

1.1. Inleiding

In de toekomst zullen we dikwijls geconfronteerd worden met uitdrukkingen zoals
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en functies zoals

f1 : R ( R : x ( 
[image: image3.wmf]x
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 = f1(x)

f2 : R ( R : x ( 
[image: image4.wmf]x
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 = f2(x)

We kunnen narekenen dat 2 ( Dom f1. Zo ook 3 ( Dom f2. (Zie A.C.O. 1).

Meer nog, vervangen we x door 2 in f1(x) dan bekomen we 
[image: image5.wmf]0

0

, wat elke betekenis mist. We noemen 
[image: image6.wmf]0

0

 een onbepaalde vorm.

We beperken ons voorlopig tot de functie

f : R ( R : x ( 
[image: image7.wmf]x
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 = f(x)

Waarschijnlijk hebben we f(x) ooit vereenvoudigd als
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 = x + 2 ?

Is dit correct ? Het antwoord geven we in dit hoofdstuk.

A.C.O. 1

Bepaal Dom f1 en Dom f2 voor de functies f1 en f2 uit 1.1.

1.2. Uitgebreide functie van f in a ( R
Werken we verder met de functie f

f : R ( R : x ( 
[image: image10.wmf]x
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We vonden in A.C.O. 1 dat Dom f = R \ {2} ?

We kunnen het functievoorschrift van f aanvullen om het domein uit te breiden.

Beschouwen we de functie 
[image: image11.wmf]f

 (Lees : f overstreept).
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 : R ( R :
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Deze functie 
[image: image15.wmf]f

 noemen we een uitgebreide functie van f

1.2.1. Definitie

Een functie 
[image: image16.wmf]f

 noemen we een uitgebreide functie van f in a of een uitbreiding van f in a als

a.
Dom 
[image: image17.wmf]f

 = Dom f ( {a}

b.
( x ( Dom f \ {a} : 
[image: image18.wmf]f

(x) = f(x)

De notatie 
[image: image19.wmf]f

 wijst op de verwantschap met f : 
[image: image20.wmf]f

 en f verschillen slechts in a.

1.2.2. 

Hoe construeren we de grafieken van de functies f en 
[image: image21.wmf]f

 ?

We zoeken enkele punten op die “krommen” :

	x
	0
	1
	2
	3
	
( 1
	
( 2
	( 3
	( 4

	[image: image690.wmf]
[image: image22.wmf]x

x

2

4

2

-

-


	2
	3
	(
	5
	
1
	
0
	( 1
	( 2

	
[image: image23.wmf]f

(x)
	2
	3
	1
	5
	
1
	
0
	( 1
	( 2



2 ( Dom f
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Wat stellen we vast ? De gevonden punten liggen op een rechte waarbij in de grafiek van f één punt weggelaten is, namelijk het punt met coördinaat (2, 4).

De grafiek van f wordt ook wel eens een doorboorde rechte genoemd. De grafiek van 
[image: image24.wmf]f

 bevat ook het punt (2, 1) en valt in Dom f samen met f.

Kiezen we 
[image: image25.wmf]f

(2) = 10 of 
[image: image26.wmf]f

(2) = 0 of ... In elk van die gevallen bekomen we een andere uitgebreide functie van f in het punt 2. Onze interesse gaat echter alleen naar die uitbreiding van f in 2 die continuïteit bewerkstelligt in 2, als dit mogelijk is.

1.3. Continu makende waarde van een functie f in a ( R
Werken we verder met de functie f uit 1.1. en 1.2. :

f : R ( R : x ( 
[image: image27.wmf]x
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Dom f = R \ {2}.

We laten x willekeurig dicht tot 2 naderen, maar x laten we nooit gelijk worden aan 2 :

Enkele waarden voor x geven de volgende tabel voor de gegeven functie f :

	x
	1
	1,9
	1,99
	1,999
	2,1
	2,01
	2,001
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Die functiewaarden vind je zeer vlot met een zakrekenmachine.

Nog makkelijker vinden we die waarden als we rekening houden met
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x

x

-

+

-

2

2

2

b

g

b

g

 = x + 2 als x ( 2.

x = 1,99 geeft f(1,99) = 1,99 + 2 = 3,99.

Maar voor x = 2 is 
[image: image31.wmf]x
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niet correct :

de gegeven functie

f : R ( R : x ( 
[image: image32.wmf]x

x

2

4

2

-

-

  is immers niet gedefinieerd in 2.

De uitgebreide functie van f,


[image: image33.wmf]f

 : R ( R : x ( x + 2

beeldt 2 af in 4.

Deze functie 
[image: image34.wmf]f

 is een veeltermfunctie en is dus continu in 2 (Zie 3.3.4. c) in Lespakket 7).


[image: image35.wmf]f

(2) = 4 wordt een continu makende waarde van f in 2 genoemd.

Deze uitgebreide functie 
[image: image36.wmf]f

 wordt dan ook een continue uitbreiding van de functie f in 2 genoemd.

Dit vatten we samen in de volgende definities :

1.3.1. Definities

Een functie 
[image: image37.wmf]f

 noemen we een continue uitbreiding van f in a als


[image: image38.wmf]f

 een uitbreiding van f in a is, m.a.w.

a.
Dom 
[image: image39.wmf]f

 = Dom f ( {a}

b.
( x ( Dom f \ {a} : 
[image: image40.wmf]f

(x) = f(x)

en als

c.

[image: image41.wmf]f

 is continu in a.

Is 
[image: image42.wmf]f

(a) = b dan wordt b een continu makende waarde van f in a genoemd.

A.C.O. 2

Gegeven
f : R ( R : x ( 
[image: image43.wmf]x
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f1 : R ( R : x ( x + 2
f2 : R ( R : 
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f3 : R ( R : x ( x ( 2

Vind de grafieken van f, f1, f2 en f3.
Welke van de functies f1, f2, f3 is een uitbreiding van f in 3 ?
Welke van deze functies is een continue uitbreiding van f in 3 ?
Welk getal is een continu makende waarde van f in 3 ?

1.4. Limiet van een functie f voor x ( a (a ( R)

1.4.1. Voorbeeld

In 1.2. en 1.3. vonden we voor de functie f

f : R ( R : x ( 
[image: image45.wmf]x
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 = f(x)

een continue uitbreiding 
[image: image46.wmf]f

 in 2 :


[image: image47.wmf]f

 : R ( R : x ( x + 2.

Door aan de grafiek van f het punt (2, 4) toe te voegen bekomen we de grafiek van de functie 
[image: image48.wmf]f

; 
[image: image49.wmf]f

 is continu in 2 en 
[image: image50.wmf]f

(2) = 4.

[image: image693.png]
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We hebben in de tabel in 1.3. waarden voor x gekozen die willekeurig dicht tot 2 naderen maar niet gelijk zijn aan 2. Dit verklaart de notatie x ( 2. Wat stellen we vast ? De functiewaarden naderen dan ook willekeurig dicht tot een getal, concreet 4, de continu makende waarde van f in 2. Dit noteren we
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Dit geeft de volgende definitie :

1.4.2. Definitie



[image: image52.wmf]lim
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f(x) = b
(a, b ( R)


(
Er bestaat een continue uitbreiding 
[image: image53.wmf]f

 van f in a waarvoor 
[image: image54.wmf]f

(a) = b.

Steunend op Definitie 1.3.1., bestaat er dan dus een functie 
[image: image55.wmf]f

 waarvoor geldt :

1.4.2.1.

Dom 
[image: image56.wmf]f

 = Dom f ( {a}.

1.4.2.2.

( x ( Dom f \ {a} : 
[image: image57.wmf]f

(x) = f(x).

1.4.2.3.


[image: image58.wmf]f

 is continu in a; 
[image: image59.wmf]f

(a) = b.

1.4.3. Eigenschap : uniciteit van de limiet.

Als f in a een limiet bezit dan is die limiet enig.

Deze eigenschap aanvaarden we zonder bewijs. In het voorbeeld in 1.4.1. heeft f in 2 slechts één continu makende waarde.

A.C.O. 3

Gegeven
f : R ( R : x ( 
[image: image60.wmf]x
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(a ( R0).
Vind een uitgebreide functie die continu is in a.
Hieruit kunnen we besluiten :
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A.C.O. 4

Heeft de functie f met de volgende grafiek een limiet in a, b, c en d ?



A.C.O. 5

Heeft de functie f : R ( R : x ( 1 + 
[image: image63.wmf]x

x

 een limiet in 1, ( 1 en 0 ?

1.5. (--vorm van de definitie

Nemen we aan dat f in a een limiet b heeft (a, b ( R).

Dus

[image: image64.wmf]lim
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 f(x) = b

Uit de definitie in 1.4.2 volgt dat er een continue uitbreiding 
[image: image65.wmf]f

 van f in a bestaat waarvoor 
[image: image66.wmf]f

(a) = b.

De (--vorm van de definitie van continuïteit geeft :

(Hoofdstuk 2, 2.2. van Lespakket 7)



[image: image67.wmf]f

 is continu in a, 
[image: image68.wmf]f

(a) = b

(
( ( ( R
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(x) ( b( < (.

Nu voldoet x = a :


(a ( a( = 0 <  ( (
[image: image76.wmf]f

(a) ( b( = 0 < (
Voor x ( Dom f \ {a} is 
[image: image77.wmf]f

(x) = f(x)
(1.4.2.2.)

en x ( Dom f \ {a} voldoet aan x ( a ( 0 en dus (x ( a( > 0



[image: image78.wmf]lim

x

a

®

 f(x) = b


(
( ( ( R
[image: image79.wmf]0

+

 : (  ( R
[image: image80.wmf]0
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A.C.O. 6

Vul in, steunend op de (--vorm van de definitie van limieten :


a)

[image: image81.wmf]lim
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 f(x) = 4 ( ...
b)
( ( ( 
[image: image82.wmf]R
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( ...
c)
( ( ( 
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( ...
d)
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1.6. Linker en rechter limieten

1.6.1. Hebben we A.C.O. 5 goed opgelost ?

De functie f : R ( R : x ( 1 + 
[image: image87.wmf]x

x

 heeft als grafiek :

[image: image696.png]b P
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Dom f = R0. Het is niet mogelijk een continue uitbreiding 
[image: image89.wmf]f

 van f in 0 te vinden :


[image: image90.wmf]lim
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 f(x) bestaat niet.

Het is echter wel mogelijk een functie 
[image: image91.wmf]f

 te vinden die een uitbreiding is van f, die samenvalt met f voor x ( 0, en die rechts continu is in 0. Deze 
[image: image92.wmf]f

 bekomen we door aan de grafiek van f het punt (0, 2) toe te voegen, dus 
[image: image93.wmf]f

(0) = 2.

We zeggen dan dat de rechter limiet van f in 0 gelijk is aan 2. We noteren :


[image: image94.wmf]lim
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 f(x) = 2

In 
[image: image95.wmf]x
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 duiden we aan dat x nadert tot nul met waarden die groter dan nul zijn,

die rechts van nul liggen op de getallenas.

Beschouwen we zo ook de functie 
[image: image96.wmf]f

 die samenvalt met f voor x ( 0 en die links continu is in 0. Aan de grafiek van f voegen we daartoe het punt (0, 0) toe zodat 
[image: image97.wmf]f

(0) = 0.

We zeggen dat de linker limiet van f in 0 gelijk is aan 0.

We noteren


[image: image98.wmf]lim
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 f(x) = 0

1.6.2. Definities

Voor een functie f geldt : b is de rechter limiet van f in a als er een functie 
[image: image99.wmf]f

 bestaat waarvoor geldt

1.6.2.1.

Dom 
[image: image100.wmf]f

 = Dom f ( {a}.

1.6.2.2.

( x ( Dom f \ {a} : 
[image: image101.wmf]f

(x) = f(x).

1.6.2.3.


[image: image102.wmf]f

 is rechts continu in a; 
[image: image103.wmf]f

(a) = b.

Notatie


[image: image104.wmf]lim
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 f(x) = b

Analoog is b de linker limiet van f in a als er een functie 
[image: image105.wmf]f

 bestaat die voldoet aan 1.6.2.1., 1.6.2.2., en aan 1.6.2.4.


[image: image106.wmf]f

 is links continu in a; 
[image: image107.wmf]f

(a) = b.

Notatie


[image: image108.wmf]lim
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1.6.3. (--vorm van de definitie

Kennen we de definities van links continuïteit en rechts continuïteit nog ? (Zie 2.3. van Lespakket 7).

Bij limieten is x ( a.

Dit geeft :
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Zo ook
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A.C.O. 7

In Lespakket 7 hebben we de functie
f : R ( R : x ( G(x)
ingevoerd. Gebruik de grafiek van deze functie om de volgende linker of rechter limieten te berekenen :
a)
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b)
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c)
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A.C.O. 8

Vul in, steunend op de (--vorm van de definitie van linker limiet, rechter limiet :
a)

[image: image118.wmf]lim
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 f(x) = 3 ( ...
b)
( ( ( 
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Oplossingen A.C.O.

1.
f1 : R ( R : x ( 
[image: image123.wmf]x
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 = f1(x)


f1(x) is slechts gedefinieerd als x ( 2 ( 0


Dus Dom f1 = R \ {2}.


f2 : R ( R : x ( 
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f2(x) is gedefinieerd als x + 6 ( 0 én als x2 ( 4x + 3 ( 0
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Dus Dom f2
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= [( 6; + ([ \ {1, 3}.

2.
f : R ( R : x ( 
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Hierin is 
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We berekenen de coördinaten van enkele punten van de gegeven functies :

	x
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Grafieken :
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f2 en f3 zijn uitbreidingen van f in 3 :



Dom f2 = Dom f3 = Dom f ( {3}


en
( x ( Dom f : f2(x) = f3(x) = f(x).


f3 is een continue uitbreiding van f in 3 : f3 is ook continu in 3 (f3 is een veeltermfunctie !).


f1 is geen uitbreiding van f : f1(x) ( f(x) in x ( Dom f.


f3(3) = 1. Het getal 1 is een continu makende waarde van f in 3.

3.
f : R ( R : x ( 
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Dom f = R \ {0, a}.


( x ( Dom f : 
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 is ook continu in a (Zie 3.3.5. in Lespakket 7).
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4.
De functie f heeft een limiet in a, b en d :
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In c is de functie niet gedefinieerd en er bestaat geen continu makende waarde. De gegeven functie f heeft dus geen limiet in c.
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In Lespakket 7 vonden we dat 
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 (Zie o.a. opgave 6 in de taak bij dat lespakket).


We kunnen f dus ook schrijven als
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x ( 2 als x ( 
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x ( 0 als x ( 
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0 ( Dom f ; f kunnen we ook niet continu uitbreiden in 0, dus, 
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In 1 is f continu : de continue uitbreiding 
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 van f valt dus samen met f : 
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(1) = f(1) = 2


Of

[image: image152.wmf]lim

x

®

1

 f(x) = 2


Zo is ook
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Te onthouden

Een functie 
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 noemen we een continue uitbreiding van f in a als
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 een uitbreiding van f in a is, m.a.w.

1.
Dom 
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2.
( x ( Dom f \ {a} : 
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(x) = f(x)

en als

3.

[image: image173.wmf]f

 is continu in a .

Is 
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(a) = b dan wordt b een continu makende waarde van f in a genoemd.

Dit noteren we ook
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Linker limiet van f in a :
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Rechter limiet van f in a :
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Verwijzing naar de taak

Hebben we de A.C.O. uit dit hoofdstuk goed verwerkt ? Kijken we de definities nog even na dan kunnen we opgaven 1, 2 en 3 van de taak zeer goed oplossen.

Hoofdstuk 2
Limiet voor x (– ( en voor x ( + (
Oneigenlijke limieten

2.1. Inleiding

In hoofdstuk 1 van dit lespakket zijn a en b in
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reële getallen.

In dit hoofdstuk werken we in 
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 (Zie 1.6. in Lespakket 7) en definiëren we
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De limietwaarde is niet langer een reëel getal. Deze limieten worden oneigenlijke limieten genoemd.

Ook definiëren we
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Deze limieten worden samen met de limieten, gedefinieerd in hoofdstuk 1, eigenlijke limieten genoemd : de limietwaarde b blijft een reëel getal.

2.2. Eigenlijke limieten met x ( + ( of x ( – (
2.2.1. Voorbeeld 1

We beschouwen de functie f : R ( R : x ( 
[image: image194.wmf]1
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.

a.
Dom f : R0
(Zie Hoofdstuk 1, Lespakket 7)

b.
De rationale functie f is continu in a ( Dom f
(Zie 3.3.5., Lespakket 7).

c.
( x ( R0 : f(x) > 0


De functie is strikt positief.


( x ( R0 : f(– x) = f(x)

De grafiek van f ligt symmetrisch t.o.v. de Y-as. De volgende tabel maakt dit ook duidelijk :

	
x
	
– 2
	
– 1
	1
	2
	
– 
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De grafiek van f ziet er als volgt uit (Hierop komen we nog uitgebreid terug in een later lespakket.) :
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In de grafiek zien we dat de functiewaarden f(x) willekeurig dicht tot nul naderen als x willekeurig groot wordt.

Ook in de volgende tabel stellen we dit vast :

	
x
	1
	
10
	
102
	
106
	…

	
f(x)
	1
	
10– 2
	
10– 4
	
10– 12
	…


De functie f breiden we uit in + (; we bekomen een functie 
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 van 
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We kunnen bewijzen dat 
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 continu is in + (.

We noteren dit 
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Wat als x ( – ( ?

Uit de grafiek van f en uit de volgende tabel :

	x
	–
10
	–
102
	–
106
	(
	– (

	f(x) = 
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leiden we op analoge manier af dat
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2.2.2. Voorbeeld 2

Gegeven 

De functie f : R ( R : x ( 
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a.
Dom f = R \ {– 1}
(Zie Hoofdstuk 1, Lespakket 7)

b.
De rationale functie f is continu in a ( Dom f
(Zie 3.3.5., Lespakket 7)

c.
We kunnen narekenen dat 
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Dit geeft de volgende tabellen :

	
x
	
9
	
99
	
999
	  9999
	…

	
f(x)
	
2,1
	
2,01
	
2,001
	  2,0001
	…


	
x
	  –
11
	  –
101
	  –
1001
	– 10.001
	…

	
f(x)
	
1,9
	
1,99
	
1,999
	   1,9999
	…


Hieruit kunnen we zoals in voorbeeld 1 besluiten :
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2.2.3. Definitie
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Voor de functie f : R ( R : x ( f(x) die we ook kunnen opvatten als

f : 
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 ( 
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 : x ( f(x) bestaat er een functie 
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 : 
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 ( 
[image: image220.wmf]R

 : x ( 
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(x) die voldoet aan

2.2.3.1.

Dom 
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 = Dom f ( (+ ((
2.2.3.2.

( x ( Dom f : 
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(x) = f(x)

2.2.3.3.
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 is continu in + (; 
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Dit is een veralgemening van de definitie uit 1.4.2.

We noteren dit daarom ook
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Zo definiëren we ook
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A.C.O. 1

Vind met behulp van een tabel functiewaarden
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Besluit
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A.C.O. 2

Gegeven

f : R ( R : x ( 
[image: image232.wmf]2
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Vul de gegeven tabel aan

	x
	10
	100
	1000
	10.000
	100.000
	(
	+ (

	f(x)
	– 
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2.3. Oneigenlijke limieten

2.3.1. Voorbeeld

We beschouwen opnieuw de functie f uit 2.2.1. van dit hoofdstuk :


f : R ( R : x ( 
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en ook
f : 
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 ( 
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 : x ( 
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 = f(x).

We weten dat Dom f = R0
Wat gebeurt er nu als x willekeurig dicht tot nul nadert, x ( 0 ?

In de volgende tabel wordt dit duidelijker :

	x
	1
	10– 1
	10– 2
	10– 3
	10– 6
	…

	f(x)
	1
	102
	104
	106
	1012
	…


	x
	– 10– 1
	– 10– 2
	– 10– 3
	– 10– 6
	…

	f(x)
	102
	104
	106
	1012
	…
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Als x willekeurig dicht tot nul nadert, dan worden de functiewaarden willekeurig groot.

We noteren dit
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We kunnen aantonen dat we de functie f in 0 kunnen uitbreiden
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en dat de uitgebreide functie 
[image: image244.wmf]f

 continu is in 0. (Het bewijs hiervan hoort thuis in een grondiger cursus analyse van het hoger onderwijs.)

2.3.2. Definitie
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Er bestaat een functie 
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 : 
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(x) die voldoet aan

2.3.2.1.

Dom 
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2.3.2.2.

( x ( Dom f : 
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(x) = f(x).

2.3.2.3.
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 is continu in a; 
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Dit is weer een veralgemening van de definitie in 1.4.2.

Daarom noteren we ook
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De limietwaarde is niet langer eindig. We noemen dit een oneigenlijke limiet.

Vervangen we in deze definite + ( door – ( dan bekomen we analoog de definitie van
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A.C.O. 3

Gegeven

f : R ( R : x ( 
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Vul de volgende tabellen in :

	x
	1,1 = 
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Hieruit volgt
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Oplossingen A.C.O.
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	x
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Besluit
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Te onthouden

Is in


[image: image280.wmf]lim
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 f(x) = b

a = + ( of a = – ( en b ( R, dan noemen we deze limiet een eigenlijke limiet; dit geldt ook voor de limieten uit vorig hoofdstuk met a, b ( R.

Is b = + ( of b = – ( dan noemen we de limiet een oneigenlijke limiet.

Verwijzing naar de taak

Hebben we de A.C.O. goed opgelost dan zijn we klaar om opgave 4 van de taak te maken.

Hoofdstuk 3
Stellingen over limieten - Onbepaalde vormen

3.1. Inleiding

In hoofdstuk 1 en 2 hebben we de definitie van


[image: image281.wmf]lim
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 f(x) = b

aangebracht.

Is het opgevallen dat we weinig praktische regels geven ? Hoe vinden we b, als de limiet tenminste bestaat ? In dit hoofdstuk zien we dat naast de gegeven definities van limieten, stellingen een belangrijke rol spelen bij het berekenen van limieten.

3.2. Hoofdeigenschap van de limieten

De stelling die we hier geven wordt hoofdeigenschap van de limieten genoemd omdat ze zeer belangrijk is bij het praktisch berekenen van limieten. Ook onderlijnt ze nogmaals het verband tussen continuïteit en limieten.

3.2.1. Stelling

Gegeven is een functie f.

Dan geldt

f is continu in a


(
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We aanvaarden deze stelling zonder bewijs.

Merken we wel op dat als f continu is in a, de continue uitbreiding 
[image: image283.wmf]f

 van f in a samenvalt met f. De continu makende waarde 
[image: image284.wmf]f

(a) is dus gelijk aan f(a).

3.2.2. Toepassingen

Toepassing 1
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Toepassing 2
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Toepassing 3

Limiet van een constante functie voor x ( a

f : R ( R : x ( 5

We weten dat f continu is in a ( R. Dus 
[image: image287.wmf]f

 = f.

Of,
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De limiet van een constante is gelijk aan die constante.

Als x nadert tot 1 blijft 5 gelijk aan 5 : een constante verandert niet :
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Toepassing 4

Limiet van de identieke transformatie 
[image: image292.wmf]1
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 voor x ( a
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Deze functie is ook continu in a ( R. Dus 
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A.C.O. 1

Bereken de volgende limieten
a)
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3.3. Limiet van een som van functies
3.3.1. Stelling

Heeft het rechterlid zin in de volgende formule, dan bestaat de limiet in het linkerlid en geldt
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“De limiet van een som is gelijk aan de som van de limieten”. Het volstaat de cursief gedrukte woorden van plaats te verwisselen. We aanvaarden deze stelling en ook de volgende stellingen zonder bewijs.

3.3.2. Voorbeelden

Voorbeeld 1
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Voorbeeld 2
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(Kennen we de rekenregels in 
[image: image316.wmf]R

 nog ? Ze werden aangebracht in 1.6. van Lespakket 7.)

3.3.3.

Wat bedoelen we met “Heeft het rechterlid zin ...” ?

Illustreren we dit met een voorbeeld :
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In het rechterlid is
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(Rekenen in 
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Maar,
+ ( + (( () heeft geen betekenis.

We kunnen zo
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+ ( + (( () , kort ( ( ( genoteerd

noemen we een onbepaalde vorm.

A.C.O. 2

Bereken de volgende limieten
a)
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b)
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c)
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3.4. Limiet van een product

3.4.1. Stelling

Heeft het rechterlid zin, dan bestaat de limiet in het linkerlid en
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Deze stelling geldt ook voor een product met meer dan twee factoren.

3.4.2. Toepassingen

Toepassing 1
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In 3.3.2.2. berekenen we deze limiet steunend op de hoofdeigenschap met a = + (.

Toepassing 2
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Toepassing 3
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We berekenen :
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In R is (+ () · 0 en (( () · 0 echter niet gedefinieerd.

Voor elk reëel getal r is r · 0 = 0, maar + ( en ( ( zijn geen reële getallen.

Het rechterlid
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 heeft dus geen zin en we kunnen dus zo de opgegeven limiet niet berekenen.

Wel is
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(Voor f : R ( R : x ( 
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x

2

2

 is 
[image: image349.wmf]f

 : R ( R : x ( 1 de continue uitbreiding in + (.
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3.5. Limiet van een macht en van een wortelvorm

3.5.1. Stelling

Is n ( N0 en heeft het rechterlid zin, dan bestaat de limiet in het linkerlid en
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3.5.2. Voorbeelden

Voorbeeld 1
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We vonden deze limiet ook door de hoofdeigenschap toe te passen in 3.2.2.

Voorbeeld 2
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Analoog is
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Voorbeeld 3
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Het rechterlid zou geven 
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De gevraagde limiet bestaat niet !

3.6. Limiet van een quotiënt

3.6.1. Stelling

Heeft het rechterlid zin, dan bestaat de limiet in het linkerlid en
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3.6.2. Voorbeelden

Voorbeeld 1
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(De hoofdeigenschap in 3.2. geeft onmiddellijk deze uitkomst : f(2) = 
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Voorbeeld 2

Is
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Dan bekomen we door stelling 3.6.1. toe te passen :
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In de volgende A.C.O. berekenen we nog andere limieten, vertrekkend van deze gegevens :

A.C.O. 3

Bereken met de gegevens uit voorbeeld 2 van 3.6.2. ook
a)
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(Bij een product laten we de buitenste haakjes weg.)
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3.6.3. Bijzondere gevallen

In voorbeeld 2 van 3.6.2. hebben we niet gevraagd naar 
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Het rechterlid in stelling 3.6.1. zou geven 
[image: image392.wmf]b
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; dit is een zinledige uitdrukking : delen door nul is niet gedefinieerd in R.

In het vervolg zetten we die uitdrukkingen tussen haakjes :
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We gaan nu na hoe we deze limiet berekenen :

Werken we met voorbeelden :

Voorbeeld 1
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We stellen vast dat 
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In de voorgaande tabel zien we dat het quotiënt positief is voor x waarden in de omgeving van 3. Ook vinden we dit door een tekenonderzoek van de gegeven functies uit te voeren :

nulpunt teller : 0; nulpunt noemer : 3

	x
	
	0
	
	3
	

	2x
	(
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	+
	+

	(x ( 3)2
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	0
	+

	f(x) = 
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f(x) is positief in een gereduceerde omgeving van 3.

Voorbeeld 2
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Alleen de limiet van de noemer is weer 0 :
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Tekenonderzoek van f(x) = 
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Nulpunt teller : 
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Als x ( 1, x > 1 dan is f(x) > 0.

We weten zoals in voorbeeld 1 dat de gevraagde limiet + ( of ( ( is.

Uit het tekenonderzoek volgt :
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Uit het tekenonderzoek van f(x) leiden we zo ook af :
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Namelijk :
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Als x ( 1, x < 1 dan is f(x) < 0

Merken we hier ook op dat 
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de linker limiet is verschillend van de rechter limiet.

A.C.O. 4

Bereken
a)
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b)
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(De berekening van deze limiet is merkbaar eenvoudiger dan de uitleg in 2.3.1. 
van dit lespakket.)

3.6.4.

Kunnen we stelling 3.6.1. ook toepassen als
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Werken we ook hier met voorbeelden :

Voorbeeld 1
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Dat deze limiet gelijk aan nul is illustreren we met de volgende tabel :

	x
	10
	100
	1000
	1.000.000
	...

	
[image: image416.wmf]1

x


	
[image: image417.wmf]1

10


	
[image: image418.wmf]1

100


	
[image: image419.wmf]1

1000


	
[image: image420.wmf]1

1

000

000

.

.


	...


Als x ( + ( , dan 
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Voorbeeld 2


[image: image424.wmf]lim

x

x

®

+

¥

=

+

¥

3

3

4

4

b

g

 = + (
(Rekenen in 
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 : zie 1.6. in Lespakket 7)

Ook is 
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M.a.w. is alleen de limiet van de teller + ( (of ( () en is de limiet van de noemer een eindig getal dan kunnen we stelling 3.6.1. ook toepassen.

3.6.5. Onbepaalde vormen

3.6.5.1.

Is 
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We noteren dit :
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Is 
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We noteren dit :
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Zo ook voor
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volg kort 
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 zijn onbepaalde vormen. Hierop en op andere onbepaalde vormen komen we terug in de volgende hoofdstukken en in het volgende lespakket.

In Lespakket 7 wezen we reeds op de onbepaalde vormen 


( ( + (+ (), + ( + (( ()
(kort ( ( ( genoteerd)

en op
0 · (+ (), 0 · (( ()
(in het vervolg kort 0 · ( genoteerd).

3.6.5.2.

Kennen we de grafieken van f en g dan kunnen we verschillende limieten waarbij onbepaalde vormen optreden toch berekenen :

a.
Onderstel : 
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Grafieken van f en g :



Dan is
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want f1(x) laat bij groter wordende x de functiewaarde g(x) ver achter zich.

b.
Gegeven 


De grafieken van f en g :
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want in een gereduceerde omgeving (die we klein genoeg kiezen) van 0 is


f(x) = g(x), of 
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A.C.O.5

Bepaal de limieten
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aan de hand van de grafiek van f en g.



Oplossingen A.C.O.

1.
a)
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(Zie voorbeeld 1 in 2.2.1. van dit lespakket)


b)
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Met de hoofdeigenschap toe te passen vinden we onmiddellijk
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3.
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Om aan te geven dat dit zinledig is.


Tekenonderzoek van f(x) :
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c)
Uit de tabel bij b) leiden we ook af :



[image: image471.wmf]lim

x

x

®

>

0

1

 = + (

d)

[image: image472.wmf]lim

x

x

®

=

L

N

M

O

Q

P

0

2

1

1

0

 = + (

want :

	x
	
	0
	

	1
	+
	+
	+

	x2
	+
	0
	+

	
[image: image473.wmf]1

2

x


	+
	(
	+


5.

[image: image474.wmf]lim

x

f

x

g

x

®

+

¥

=

b

g

b

g

1

3




[image: image475.wmf]lim

x

f

x

g

x

®

-

¥

b

g

b

g

= 0

Te onthouden

Hoofdeigenschap :

f is continu in a ( 
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Heeft het rechterlid zin in de volgende formules, dan bestaan de limieten in het linkerlid en dan geldt :
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Is 
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(als de limiet bestaat).

Linker limiet en rechter limiet kunnen ook + ( of ( ( zijn en verschillen van elkaar.

Onbepaalde vormen zijn
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Verwijzing naar de taak

Kijken we de A.C.O. uit dit hoofdstuk nog even na en overlopen we de stellingen uit dit hoofdstuk, dan zijn we klaar om opgaven 5, 6 en 7 van de taak correct op te lossen.

Hoofdstuk 4
Limiet van een veeltermfunctie, rationale functie voor x ( + ( of x ( ( (
4.1. Inleiding

In vorig hoofdstuk hebben we verschillende limieten leren berekenen steunend op de hoofdeigenschap van de limieten en op andere stellingen i.v.m. limieten.

Zo maakten we ook kennis met onbepaalde vormen zoals 
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We berekenen eerst limieten die aanleiding geven tot de onbepaalde vormen ( ( (, 
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. Is de limietentheorie vrij lastig, voor de berekening zelf volstaat het enkele gemakkelijk te onthouden regels toe te passen. In dit hoofdstuk en in het volgend hoofdstuk vinden we die regels voor limieten met x ( + ( of x ( ( (. Limieten waarbij x ( a (a ( R) berekenen we met heel andere regels.

Hierop komen we terug in het volgende lespakket.

4.2.
Limiet van een veeltermfunctie voor x ( + ( of
x ( ( (
Werken we met een voorbeeld :
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Hierin is
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Is dit nu wel zo onbepaald als wij inzien dat voor grote waarden van x (vb. x = 106) de eerste term veel groter wordt dan de andere termen ?

Wij bewijzen dit nu door de hoogstegraadsterm voorop te zetten :
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(Zie 3.6.4., voorbeeld 1)

M.a.w.
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(Rekenen in R).

Dit illustreert de volgende stelling (die ook zo kan bewezen worden) :

4.2.1. Stelling

De limiet van een veeltermfunctie voor x ( + ( (of voor x ( ( () is gelijk aan de limiet van de term met de hoogste graad voor x ( + ( (of voor x ( ( ().

4.2.2. Voorbeelden

Voorbeeld 1
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(Merken we op dat we in dit voorbeeld stelling 3.3.1. ook kunnen toepassen. Met stelling 4.2.1. toe te passen vinden we de gevraagde limiet eenvoudiger.).

Voorbeeld 2
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Voorbeeld 3
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Voorbeeld 4
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Op het eerste gezicht is de hoogstegraadsterm gelijk aan ( x4. Niet zo moeilijk rekenwerk geeft echter :
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A.C.O. 1

Bereken de volgende limieten 
a)
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4.3.
Limiet van een rationale functie voor x ( + (
of x ( ( (
4.3.1.

Een rationale functie of

f : R ( R : x ( 
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is een functie waarbij het functievoorschrift f(x) een breuk is met veeltermen f1(x) en f2(x). Een rationale functie f wordt daarom ook veeltermbreukfunctie genoemd : het functievoorschrift f(x) wordt een veeltermbreuk genoemd. In f(x) zijn teller en noemer veeltermen. In 4.2. hebben we ontdekt dat voor een veeltermfunctie voor groter wordende waarden van x, de hoogstegraadsterm de hoofdrol speelt : de andere termen worden heel klein vergeleken bij de hoogstegraadsterm.

Zo ook voor rationale functies zijn het uitsluitend de hoogstegraadstermen in teller en in noemer die de limiet vastleggen.

Illustreren we dit met een voorbeeld :
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Hierin is
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Dit noteren we in 't vervolg kort :
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Werken we nu in teller én in noemer verder zoals we dit deden in 4.2. bij de veeltermfuncties :
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M.a.w.
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Deze laatste limiet kunnen we berekenen :
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4.3.2. Stelling

De limiet van een rationale functie voor x ( + ( (of x ( ( () is gelijk aan de limiet van het quotiënt van de hoogstegraadstermen in teller en in noemer voor
x ( + ( (of x ( ( ().

4.3.3. Voorbeelden

Voorbeeld 1
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Voorbeeld 2


[image: image541.wmf]lim

lim

lim

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

®

-

¥

®

-

¥

®

-

¥

-

+

+

=

=

=

+

¥

2

1

2

2

5

2

3

5

3

2


Voorbeeld 3
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Voorbeeld 4
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4.3.4. Regel

Uit de voorbeelden leiden we de drievoudige regel af :

1.
Is de graad van de teller groter dan de graad van de noemer dan is
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2.
Is de graad van de teller gelijk aan de graad van de noemer dan is
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gelijk aan de verhouding van de coëfficiënten van de hoogstegraadstermen.

3.
Is de graad van de teller kleiner dan de graad van de noemer dan is
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gelijk aan nul.

A.C.O. 2

Bereken de volgende limieten 
a)
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Oplossingen A.C.O.
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Te onthouden

Is
f1 : R ( R : x ( f1(x) = an xn + an ( 1 xn ( 1 + ... + a0
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(limiet van het quotiënt van de hoogstegraadstermen)

Is n > m dan is
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Is n = m dan is
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Is n < m dan is
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(Analoog voor x ( ( ().

Verwijzing naar de taak

In opgave 8 van de taak vinden we limieten die we kunnen berekenen met de regels uit dit hoofdstuk. Veel succes !
Hoofdstuk 5
Limiet van een irrationale functie voor
x ( ( of x ( – (
5.1. Inleiding

Een irrationale functie is een functie f waarbij in het functievoorschrift f(x), x onder een wortelteken voorkomt.

Zo zijn


f1 : R ( R : x ( 
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f2 : R ( R : x ( 
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irrationale functies.

We kunnen met de stellingen i.v.m. limieten
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vlot berekenen (en met de afspraak dat 
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(of 3.5.1.)

Nu is Dom f1 = (– 2; + ((
(Akkoord ?)

f1(x) is dus niet gedefinieerd voor waarden van x die kleiner dan – 2 zijn, of,
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is niet gedefinieerd.

In dit hoofdstuk leren we o.a. 
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Zeer belangrijk in dit hoofdstuk is het volgende rekenwerk :
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(een vierkantswortel is een positief getal)

Zo ook is 
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Zoals in de getallenvoorbeelden vinden we het volgende verband tussen 
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Nogmaals, voor x = – 4 bekomen we dus : 
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Als x ( + ( dan mogen we aannemen dat x ( R+, of 
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Het minteken in 
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 = – x (x ( R–) wordt wel eens vergeten ! Denken we eraan in het rekenwerk dat volgt !

5.2.
Limiet van een irrationale functie f voor x ( + (
of x ( – (
5.2.1. De irrationale functie f heeft als voorschrift f(x) een breuk

Zo willen we 
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Stellingen 3.4.1., 3.3.1., 3.2.1. of 3.5.1. zouden geven
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Praktische berekening :
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Dit geeft de volgende regel :


In teller en in noemer brengen we een macht van x buiten haken en vereenvoudigen we. De limiet van de oorspronkelijke functie is gelijk aan de limiet van de zo bekomen functie.

Geven we nog een voorbeeld :
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	(We kunnen ook 4x2 buiten haken brengen onder de eerste wortel.)



(x ( – (; dan 
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A.C.O. 1

Bereken 
a)
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c)
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5.2.2. Het voorschrift f(x) van de irrationale functie is geen breuk

5.2.2.1.

Eerst gaan we na of de limiet berekend kan worden steunend op de eigenschappen, stellingen uit hoofdstuk 3 en hoofdstuk 4.

Voorbeeld
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Passen we de eigenschappen, stellingen uit hoofdstuk 3 en hoofdstuk 4 toe in de hoop dat we geen onbepaalde vorm bekomen :
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Hoe noteren we dit korter ?
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Dus :
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5.2.2.2.

Kunnen we de limiet niet berekenen zoals in het vorige voorbeeld, omdat we een onbepaalde vorm bekomen, dan schrijven we de opgave als een breuk; dan kunnen we de limiet berekenen zoals in 5.2.1.

We illustreren dit met een voorbeeld :
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Uit vorig voorbeeld weten we nog dat
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Stelling 3.3.1. kunnen we niet toepassen : + ( – (+ () is een onbepaalde vorm. In dit geval vermenigvuldigen we teller en noemer met de toegevoegde tweeterm van 
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. De limiet berekenen we dan zoals in 5.2.1. :
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Nu is 
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Dit geeft :
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Samengevat krijgen we de volgende regel :


De twee limieten 
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 zijn soms onmiddellijk te berekenen.


Hebben we een onbepaalde vorm dan kunnen we de limiet van f(x) voor x ( + ( of x ( – ( berekenen door f(x) te vermenigvuldigen in teller en in noemer met de toegevoegde tweeterm voor f(x). We bekomen zo een breuk en passen dan de regel toe die we vonden in 5.2.1. voor de breuken.

5.2.2.3. Opmerking

Bij het berekenen van
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vonden we eerst de onbepaalde vorm + ( – (+ ().

Kunnen we dan de limiet niet berekenen door een macht van x buiten haken te brengen zoals bij de breuken ?

Wat rekenwerk geeft ons
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Dit is nog altijd correct ! Maar stelling 3.4.1. kunnen we niet toepassen :
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Het rechterlid in 3.4.1. zou de onbepaalde vorm ( · 0 geven.

Letten we dus op dat we de opgave als een breuk schrijven !

A.C.O. 2

Bereken 
a)
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Te onthouden

Is het functievoorschrift f(x) van de irrationale functie f een breuk dan berekenen we de limiet van f voor x ( + ( of x ( – (, door in teller en in noemer een macht van x buiten haken te brengen en te vereenvoudigen. De limiet van de oorspronkelijke functie is gelijk aan de limiet van de zo bekomen functie.

Is f(x) geen breuk dan is 
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 soms onmiddellijk te berekenen. Hebben we een onbepaalde vorm, dan vermenigvuldigen we f(x) in teller en in noemer met de toegevoegde tweeterm van f(x). We bekomen zo een breuk waarop we de eerst vermelde regel toepassen.

In beide gevallen geldt :
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Verwijzing naar de taak

Hebben we de A.C.O. uit dit hoofdstuk goed leren oplossen dan zijn we klaar om opgaven 9 en 10 van de taak op te lossen ! In opgave 10 geven we enkele herhalingsopgaven i.v.m. dit lespakket. Elke opgave vraagt wat zoekwerk naar de juiste oplossingswijze. Veel succes !
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